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Onsoz

Bu kitap, lisans ve lisansiistii diizeyde ders kitab1 veya yardimci ders kitabi
olarak kullanilmak tizere hazirlanmigtir. Aragtirmacilar icin ise olasihigin aksiyo-
matik temellerinden ileri olasilik konularina uzanan diizenli bir bagvuru kaynagi
sunmay1 amaglamaktadir.

Konular 6rnek uzay, olay ve olasilik aksiyomlarindan baglayarak sayma yon-
temleri, rassal degiskenler, kesikli ve siirekli dagilimlar, ortak dagilimlar, kogullu
beklenti, 6rnekleme teorisi, yakinsama, limit teoremleri ve Monte Carlo yontem-
leri dogrultusunda ilerlemektedir. Bu siralama, temel kavramlar ile ileri sonuglar
arasindaki iligkinin agsamali bigimde kurulmasina olanak verir.

Kitapta matematiksel tanimlar ve teoremler, sezgisel aciklamalar ve uygula-
malarla birlikte ele alinmigtir. Céziimli 6rnekler, béliim sonu problemleri ve
farkl alanlardan segilen uygulamalar, kuramsal bilginin kullanimini géstermeyi
amaclar. Python ve R kodlar ise hesaplamalarin yeniden iiretilmesine, dagi-
limlarin incelenmesine ve simiilasyon ¢aligmalarinin yiritiillmesine yardimeci
olur.

Metin, olasiligi birbirinden bagimsiz formiillerin toplami olarak degil, be-
lirsizlik altinda diigiinmeyi saglayan biitiinliiklii bir matematiksel yap1 olarak
sunmaktadir. Bu nedenle yalnizca iglemlerin nasil yapildigina degil, kullanilan
modelin neden uygun olduguna ve elde edilen sonuglarin nasil yorumlanmasi
gerektigine de yer verilmigtir.

Kitabin istatistik, veri bilimi, matematik, miihendislik, ekonomi, egitim ve
benzeri alanlarda c¢aligan 6grenci ve aragtirmacilara yararli olmasi; derslerde ve
bireysel caligmalarda giivenilir bir kaynak olarak kullanilmasi amagclanmaktadir.

Prof. Dr. Ibrahim Giiney
Istanbul, 2026






Seri Icindeki Yeri

Bu kitap, Olasilik ve Istatistik Teorisi dizisinin ilk cildidir. Dizinin amaci,
belirsizligin matematiksel temellerinden istatistiksel ¢ikarim ve modellemeye
uzanan biitiinliikl{i bir 6grenme yolu sunmaktir.

Birinci cilt Olasilik Teorisi, olaylar ve olasilik aksiyomlari, rassal degis-
kenler, dagilimlar, kogulluluk, bagimlilik, yakinsama, limit
teoremleri ve simiilasyon konularini ele alir.

Tkinci cilt Istatistik Teorisi, 6rnekleme, tahmin, olabilirlik, giiven
araliklari, hipotez testleri, asimptotik ¢ikarim ve model
degerlendirme konularina odaklanir.

Bu ciltte incelenen beklenen deger, varyans, ortak dagilimlar, kogullu beklenti,
ornekleme dagilimlar1 ve merkezi limit teoremi gibi kavramlar, istatistiksel
cikarimin matematiksel altyapisim olusturur. Ilk béliimler temel olasilik dilini,
orta boliimler dagilim ve bagimlilik yapilarini, son boliimler ise yakinsama ve
simiilasyon yontemlerini geligtirir.
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Simgeler ve Kisaltmalar

Bu boliimde kitap boyunca kullanilan temel simgeler ve kisaltmalar toplu olarak
verilmigtir.

Simge Anlam

02 Ornek uzay

w Ornek nokta

F Olaylar o-cebiri

P(A) A olaymin olasihig

A° A olaymin tiimleyeni

AUB, ANB Olaylarin birlesimi ve kesigimi

o] Bosg kiime (imkénsiz olay)

P(A| B) B bilindiginde A’nin kosullu olasilig
XY, Z Rassal degigkenler

Fx(z) Kumiilatif dagilim fonksiyonu (CDF)
px () Olasilik kiitle fonksiyonu (PMF)
fx(z) Olasilik yogunluk fonksiyonu (PDF)
F~(u) Kantil fonksiyonu

Fxy, px,y, fxy
ElX], u

Ortak dagilim, ortak PMF ve ortak PDF
Beklenen deger (ortalama)

Var(X), o2 Varyans

o Standart sapma

Cov(X,Y) Kovaryans

Corr(X,Y), p Korelasyon katsayisi

E[X |Y] Kogullu beklenti

Var(X | Y) Kosullu varyans

Ia, 1{-} Gosterge (indikator) degiskeni
Gx(s) Olasilik tireten fonksiyon (PGF)
Mx (t) Moment tireten fonksiyon (MGF)
px(t) Karakteristik fonksiyon

X, Orneklem ortalamasi

S? Orneklem varyansi

D Orneklem orani

Xk k’inc1 siral istatistik

SE Standart hata

Devami sonraki sayfada
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Simgeler ve Kisaltmalar

Anlami

Olasilikta, dagilimda, hemen hemen kesin yakinsama

Op(+), 0p(+) Stokastik mertebe gosterimleri
D(z2) Standart normal dagilim fonksiyonu
I'(a) Gamma fonksiyonu

n! Faktoriyel

(:) Binom katsayisi

~ “Dagilimina sahiptir”
Kisaltma Acilimi

CDF Kimiilatif dagilim fonksiyonu
PMF Olasilik kiitle fonksiyonu

PDF Olasilik yogunluk fonksiyonu
PGF Olasilik tireten fonksiyon
MGF Moment iireten fonksiyon
LOTUS Bilingsiz istatistikgi yasasi
BSY Biiyiik sayilar yasasi

MLT Merkezi limit teoremi

MSE Ortalama karesel hata

MLE En ¢ok olabilirlik tahmin edicisi
IQR Ceyrekler aras1 agiklik

CV Degisim katsayisi

MC Monte Carlo

iid. Bagimsiz ve ayn1 dagilimh

CI Giiven aralig:




Icindekiler

OMNSOZ . .ot v
Seri Icindeki Yeri...........o vii
Yazar Hakkinda ...... ... .. ... .. . . . ix
TesekKkiir . ... ... xi
Simgeler ve Kisaltmalar ............... ... ... ... ... ... ...... xiii
1 Olasiligin Temelleri ve Aksiyomatik Yap: ................... 1
1.1 Gergek Diinya Problemi (Girig) ..., 1
1.2 Rassal Deney, Ornek Uzay ve Olay ........................ 2
1.3 Olay Cebiri ve Kiime Islemleri ............................ 2
14 Olasilik Olgiisii ve Kolmogorov Aksiyomlari................. 4
1.5 Sonlu ve Eg Olasilikli Modeller .......... .. ... .. ... ... 8
1.6 Kosullu Olasilik . ... 9
1.7 Toplam Olasilik Yasasi ve Bayes Teoremi ................... 11
1.8 Bagimsizlik . ... ..o 13
1.9 Uriin Uzaylar1 ve Bagimsiz Deneyler ....................... 14
1.10  Bagimsizligin Miihendislik Uygulamasi: Sistem Giivenilirligi... 15
1.11  Olasihigin Yorumu ve Modelleme Disiplini .................. 16
1.12  Ornek Veri Tablosu ve Yazilim Coziimleri .................. 17
1.13  Gorsellegtirme ve Grafikler ........ ... ... ... ... .. ... 18
1.14  Bolim Sonu Coziimli Problemler ......................... 18
1.15  Bolim Sonu Ahgtirmalar: ......... .. .. . i 20
1.16  Kaynak Notu ....... . 21
2 Kombinatorik Analiz ve Sayma Yontemleri ................. 23
2.1 Gergek Diinya Problemi (Girig) ..., 23
2.2 Sayma Probleminin Olasiliktaki Yeri....................... 24
2.3 Toplama ve Carpma Kurallari............. .. ... .. .. ... 24

XV



Xvi

Icindekiler

2.4 Faktoriyel ve Permiitasyon........... .. .. ... .. .. .. 25
2.5 Tekrarli Permiitasyon ......... . .. .. . i i 26
2.6 Kombinasyon .......... .. .. . 27
2.7 Sirali-Sirasiz ve Tekrarli—Tekrarsiz Se¢im . .................. 29
2.8 Binom Katsayilar: ve Binom Teoremi ...................... 30
2.9 Multinom Katsayilart ....... . ... . i 31
2.10  Icerme-Diglama ile Sayma ... ... 31
2.11  Yerine Koymal1 ve Yerine Koymasiz Ornekleme.............. 32
2.12  Olasilik Problemlerinde Sayma . ......... ... ... ... ... ..... 32
2.13  Dagilimlara Hazirlik: Binom ve Hipergeometrik Yapi......... 33
2.14  Ornek Veri Tablosu ve Yazihm Coziimleri .................. 34
2.15  Gorsellegtirme ve Grafikler ......... ... ... .. .. ... ... 35
2.16  Bolim Sonu Coztimli Problemler ......................... 36
2.17  Boliim Sonu Algtirmalart .......... ... o i 37
2.18  Kaynak Notu ..ot 38
Rassal Degigskenler ve Dagilimlar ........................... 39
3.1 Gergek Diinya Problemi (Girig) ..., 39
3.2 Rassal Degigsken Kavrami........... ... .. .. ... .. . ... 40
3.3 Dagilim Fonksiyonu.......... ... ... .. . i i 40
3.4 Kesikli Rassal Degigkenler ........... ... .. .. .. ... .... 42
3.5 Strekli Rassal Degigkenler .. ...... ... ... ... .. .. ... ... 43
3.6 Karma Tip Dagilimlar ve Model Segimi .................... 44
3.7 Beklenen Deger, Varyans ve Momentler .................... 45
3.8 Gosterge Degigkenleri ve Sayma . ........ .. ... .. .. ... 47
3.9 Olasilik Ureten Fonksiyon ..................c..cooeeieo.... 48
3.10  Moment Ureten Fonksiyon . .................oviiieanio ... 49
3.11  Temel Kesikli Dagilimlar ......... .. .. ... ... ... . ... 50
3.12  Kantiller ve Olasilik Integral Donfigtimii . . .................. 52
3.13  Dagilimin Bilgiye Bagh Yorumu ......... ... ... ... ... .. ... 53
3.14  Ornek Veri Tablosu ve Yazihm Coziimleri .................. 54
3.15  Gorsellegtirme ve Grafikler ......... ... ... .. .. ... ... 55
3.16 Bolim Sonu Coztimli Problemler ......................... 56
3.17  Boliim Sonu Algtirmalart .......... ... . i 56
3.18  Kaynak Notu ..o 58
Siirekli Dagilimlar, Doniisiimler ve Momentler .............. 59
4.1 Gergek Diinya Problemi (Girig) ..., 59
4.2 Strekli Yogunluk ve Dagilim Fonksiyonu ................... 60
4.3 Kantiller ve Ters Dontistim . ......... ... .. ... 62
4.4 Doéniistimle Yeni Dagilim Elde Etme ........... .. ... .. .. 63
4.5 Momentler ve Dagilimin Sekli ............................. 65
4.6 Moment Ureten Fonksiyon................cooveiuiioini... 66
4.7 Karakteristik Fonksiyon ......... ... .. .. ... . .. 68
4.8 Temel Siirekli Dagilim Aileleri ............ ... ... . ..... 69



Icindekiler xvii
4.9 Ornek Veri Tablosu ve Yazilim Coziimleri .................. 72
4.10  Gorsellegtirme ve Grafikler ......... ... .. ... .. . ... 73
4.11  Bolim Sonu Coziimli Problemler .......... ... .. ... ... 73
4.12  Boliim Sonu Aligtirmalart .......... ... . i 74
413  Kaynak Notu ... 75

5 Ortak Dagilimlar ve Bagimhlik ........ .. ... ... .. ... ... 77
5.1 Gergek Diinya Problemi (Girig) . ..., 7
5.2 Ortak Dagilim Fonksiyonu........... ... .. ... .. ... .... 78
5.3 Kesikli Ortak Dagilimlar ve Marjinaller .................... 79
5.4 Strekli Ortak Dagilimlar ve Marjinaller .................... 80
5.9 Rassal Degigkenlerin Bagimsizligr . ........... .. ... ... .... 81
5.6  Tki Degiskenli Beklenti ..............couuuiiuaeininon... 82
5.7 Kovaryans . ....... ... 82
5.8 Korelasyon Katsayisi.......... ... o i, 84
5.9 Dogrusal Birlegsimlerin ve Toplamlarin Varyanst ............. 85
5.10  Iki Degiskenli Normal Dagilim . ........................... 86
511  Multinom Dagilm . ... 87
5.12  Ornek Veri Tablosu ve Yazihm Coziimleri .................. 88
5.13  Gorsellestirme ve Grafikler .......... .. .. ... ... .. .. .... 89
5.14  Boliim Sonu Coéziimli Problemler ........... .. ... ... .... 89
5.15  Boliim Sonu Algtirmalart .......... ... . i i 91
5.16  Kaynak Notu ........ .. .. . 92

6 Ornekleme Teorisi ve Ornekleme Dagilmlari................ 93
6.1 Gergek Diinya Problemi (Girig) .......... ..o, 93
6.2 Anakiitle, Orneklem ve Istatistik .......................... 94
6.3 Rassal Orneklem . .......... ..., 95
6.4 Ornekleme Dagilimi . .........ooutiiiie ... 96
6.5 Orneklem Ortalamasimin Dagilimi .. ....................... 97
6.6 Orneklem Varyansi ...............ooueeenueeaineaannn.n.. 98
6.7 Sonlu Anakiitleden Ornekleme ..................cc.co.o... 99
6.8 Normal Anakiitlede Kesin Ornekleme Dagilimlari............ 100
6.9 Orneklem Orani ve Binom Modeli ......................... 101
6.10  Swral Istatistikler............... ... ... i 102
6.11  Merkezi Limit Teoremi ve Biiyiik Orneklem Yaklagmmi. . .. .... 103
6.12  Ornek Veri Tablosu ve Yazihm Coziimleri .................. 105
6.13  Gorsellegtirme ve Grafikler ............ .. ... ... ......... 106
6.14  Bolim Sonu Coztimli Problemler ......................... 107
6.15  Boliim Sonu Algtirmalart .......... ... ... 108
6.16 Kaynak Notu ........ . ... i i 108



xviii I¢indekiler
7 Asimptotik Teori ve Limit Teoremleri....................... 111
7.1 Gergek Diinya Problemi (Girig) ..........coooiiiiiiin. 111
7.2 Asimptotik DUglnee ... 112
7.3 Yakinsama Tirleri............. ... ... .. . .. 113
7.4 Biiyiik Sayilar Yasast ... 115
7.5 Merkezi Limit Teoremi ... .......... .. ... ... ... ... ... 117
7.6 Normal Yaklagim ve Siireklilik Diizeltmesi .................. 119
7.7 Stirekli Dontigiim ve Slutsky Teoremi. ...................... 120
7.8 Delta Yontemi . ... .. ... e 121
7.9 Tutarlilik ve Asimptotik Normallik ........................ 122
7.10  Ornek Veri Tablosu ve Yazilim Coziimleri .................. 123
7.11  Gorsellegtirme ve Grafikler .......... ... ... .. ... ... .... 124
7.12  Bolum Sonu Coéziimli Problemler ......................... 125
7.13  Bolim Sonu Algtirmalar: ........... . i i 126
714  Kaynak Notu ...... .. 127
8 Ozel Dagilimlar ve Dagilim Aileleri ......................... 129
8.1 Gergek Diinya Problemi (Girig) ..., 129
8.2 Dagilim Ailesi ve Parametre Mantigi . ...................... 130
8.3 Bernoulli ve Binom Dagilimlari........... ... .. ... ..., 130
8.4 Geometrik ve Negatif Binom Dagilimlar: ................... 132
8.5 Hipergeometrik Dagilim ......... ... ... ... . i .. 133
8.6 Poisson Dagilimi ........ ... . 134
8.7 Kesikli Diizgiin Dagilim .. ........ ... .. ... . .., 136
8.8 Strekli Diizgiin Dagilim .. ........ ... o o 136
8.9 Ustel ve Gamma Dagilimlars .. ... .. 136
8.10 BetaDagilimi........ ... 138
8.11 Normal Dagilim ......... ... . . 139
8.12  Normal Dagilimdan Tireyen Dagilimlar .................... 140
8.13  Dagilimlar Aras: Tliskiler ........... ... ... ... ... ........ 141
8.14  Dagilim Se¢im Kontrol Listesi.............. ... ... ........ 142
8.15  Ornek Veri Tablosu ve Yazihm Coziimleri .................. 142
8.16  Gorsellegtirme ve Grafikler ............................... 143
8.17  Boliim Sonu Coziimli Problemler .......... ... .. ... ... 144
8.18  Boliim Sonu Aligtirmalart ........... ... ... 145
819 Kaynak Notu ......... ... 145
9 Kosullu Dagilimlar ve Beklenti ............................. 147
9.1 Gergek Diinya Problemi (Girig) ..., 147
9.2 Kosullama Fikrinin Temeli........... ... ... .. ... ... .... 148
9.3 Kesikli Kogullu Dagilimlar .. ....... ... ... ... ... ... .... 149
9.4 Strekli Kogullu Yogunluk................. ... ... ......... 150
9.5 Bagimsizlik ve Kogullama ......... ... ... .. ... . ... ..., 151
9.6 Kosullu Beklenti ........ ... ... .. . .. 152
9.7 Toplam Beklenti Yasast ............coiiiiiiiinnn .. 153



Icindekiler xix

9.8 Kosullu Varyans ve Toplam Varyans Yasast ................. 154
9.9 Bayes Kurali ve Giincelleme . ........... ... ... .. ... ..... 155
9.10  Kosullu Beklenti ve En Iyi Tahmin ........................ 156
9.11  Kule Ozelligi ve Bilgi Diizeyleri ........................... 158
9.12  Kogullama ile Parcalama Stratejisi......................... 158
9.13  Ornek Veri Tablosu ve Yazilm Coziimleri .................. 159
9.14  Gorsellegtirme ve Grafikler ......... ... ... .. .. ... ... 160
9.15  Bolim Sonu Coztimla Problemler ......................... 161
9.16  Boliim Sonu Aligtirmalart .......... ... .. i i 162
9.17  Kaynak Notu ... 163
10 Olasilik Esitsizlikleri ve Yakisama ......................... 165
10.1  Gergek Diinya Problemi (Girig) . .......ccooviiiein... 165
10.2  Neden Olasilik Esitsizlikleri? .. ........ .. .. ... .. ... .. ... 166
10.3  Markov Egitsizligi ........ . .. 166
10.4  Cebigev Egitsizligi . ... 167
10.5  Moment Sinirlar1 ve Genellegtirme ......................... 169
10.6  Jensen Esitsizligi ....... .. .. 169
10.7  Cauchy—-Schwarz Esitsizligi .......... .. .. ... .. ... ... 170
10.8  Boole Esitsizligi ve Birlegim St ... oo oo 171
10.9  Yakinsama Tirleri........ .. ..o i i 172
10.10  Yakmsama ligkileri ........... ... ... .. .. ... ... 172
10.11 Borel-Cantelli Lemmast . ............. ... ... i, 173
10.12  Yogunlagma: Hoeffding Esitsizligi............ ... .. ... ... 174
10.13 Esitsizliklerden Biiyiik Sayilar Yasasma .................... 175
10.14 Ornek Veri Tablosu ve Yazilim Coziimleri .................. 175
10.15 Gorsellegtirme ve Grafikler ........ .. .. ... o L. 176
10.16 Boliim Sonu Coéziimli Problemler ......................... 177
10.17  Bolim Sonu Ahgtirmalar: ......... .. .. o i 178
10.18 Kaynak Notu ...... .. o 179
11 Simiilasyon ve Monte Carlo Yontemleri..................... 181
11.1  Gergek Diinya Problemi (Girig) . ... ... 181
11.2  Monte Carlo Diigiincesi .......... ... .. 182
11.3  Sozde Rassal Sayilar ve Tekrarlanabilirlik................... 183
11.4  Kesikli Dagilim Simiilasyonu . ......... ... .. oo, 184
11.5  Ters Dontigiim Yontemi ....... ..., 184
11.6  Kabul-Red Yontemi ............ ... ... 185
11.7  Olay Olasihigs Tahmini ........... ... .. ... i .. 186
11.8  Monte Carlo Standart Hatast .............. .. ... ... ... ... 187
11.9  Monte Carlo Giiven Araligr .......... .. .. i, 187
11.10 Monte Carlo Integrasyonu ............... ... i . 188
11.11 Varyans Azaltma Fikirleri ........... ... .. .. .. ... ... 189
11.12 Rassal Stire¢ Simiilasyonuna Girig ........... ... .. ... ... 190

11.13 Simiilasyon Sonucunu Raporlama.......................... 192



XX Icindekiler
11.14 Ornek Veri Tablosu ve Yazilim Coziimleri .................. 192
11.15 Gorsellegtirme ve Grafikler ........ .. ... .. o o .. 193
11.16 Boliim Sonu Coziimli Problemler ........ ... .. .. ... ... 194
11.17 Bolim Sonu Ahgtirmalar: ......... .. .. . i 195
11.18 Kaynak Notu .. ..ot 195

A EKler .. ... 197
Al Standart Normal Dagilim Tablosu .......... ... .. ... ..... 197
A2t Dagilimi Kritik Degerleri....... ... i 198
A3 z Dagilimi Kritik Degerleri .......... .. .. ... .. ... . ... 199
A4 F Dagilim Kritik Degerleri . ........ ... o it 199
A5 Ki-Kare Dagilimi Kritik Degerleri ............. ... .. ... .... 199

B Cevap Anahtari.......... .. .. .. . 201
B.1 Bolim 1: Olasiligin Temelleri ve Aksiyomatik Yapr .......... 201
B.2 Boliim 2: Kombinatorik Analiz ve Sayma Yoéntemleri......... 202
B.3 Boliim 3: Rassal Degigkenler ve Dagilimlar. ................. 203
B4 Boliim 4: Strekli Dagihimlar ve Doniigiimler. ................ 204
B.5 Bolim 5: Ortak Dagilimlar ve Bagimhibik . ........... ... .. 205
B.6 Boliim 6: Ornekleme Teorisi ve Ornekleme Dagilimlar: . ... ... 206
B.7 Boliim 7: Asimptotik Teori ve Limit Teoremleri ............. 206
B.8 Boliim 8: Ozel Dagilimlar ve Dagilm Aileleri ............... 206
B.9 Boliim 9: Kogullu Dagilimlar ve Beklenti ................... 207
B.10 Boliim 10: Olasilik Esitsizlikleri ve Yakinsama............... 208
B.11 Boliim 11: Simiilasyon ve Monte Carlo Yontemleri . .......... 209

C Hizli Bagvuru Kart: ....... ... .. ... .. 211

D Modelleme Rehberi.......... ... . ... . . i, 213

Kaynakca . ... 217

Dizin ... 221



Bolim 1

Olasiligin Temelleri ve Aksiyomatik Yapi

1.1 Gergek Diinya Problemi (Giris)

Bir hastanede yeni bir tan1 testinin pozitif ¢gikmasi, bir fabrikada secilen parcanin
kusurlu olmasi, bir internet servisinde ayni dakika icinde ¢ok sayida baglanti
istegi gelmesi veya bir sigorta miisterisinin hasar bildirmesi ilk bakigta farkl
problemlerdir. Ortak nokta sudur: Sonug kesin degildir; fakat sonuglar kiimesi,
olaylar ve bu olaylara atanan olasiliklar sistemli bigimde kurulursa belirsizlik
hesaplanabilir hale gelir.

Bu Boliim Ne Saglar?

Bu boliim olasiligin temel dilini kurar: rassal deney, 6rnek uzay, olay, olay
cebiri, olasilik 6l¢iisii, kogullu olasilik, bagimsizlik, toplam olasilik yasasi ve
Bayes teoremi. Anlatim 6nce sezgisel ve sonlu 6rneklerle baglar; ardindan
Kolmogorov aksiyomlar1 ve 6l¢ii temelli yap1 ile matematiksel olgunluga
taginir.

Amag ve Ogrenme Ciktilar
Bu boliimiin sonunda okuyucu

bir rassal deneyi 6rnek uzay ve olaylar araciligiyla modelleyebilir,
Kolmogorov aksiyomlarii kullanarak temel olasilik sonuglarini ispatla-
yabilir,

sonlu ve eg olasilikli modellerde sayma ilkelerini uygulayabilir,
kosullu olasilik, bagimsizlik, toplam olasilik ve Bayes teoremini dogru
baglamda kullanabilir,

olasilik modelinin fiziksel, frekansci ve bilgi temelli yorumlar: arasindaki
fark: aciklayabilir.
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1.2 Rassal Deney, Ornek Uzay ve Olay

Olasilik hesabi bir formiille degil, model kurma ile baglar. Model kurmanin ilk
adimi, deneyin ne oldugunu ve hangi sonuglarin miimkiin sayildigini agikca belir-
lemektir. Bu bakig, klasik olasilik kitaplarinda ve miihendislik uygulamalarinda
temel baglangi¢ noktasidir (Hsu, 1997; Ross, 2019; Soong, 2004).

Tanim 1.1 (Rassal Deney) Sonucu 6nceden kesin olarak bilinemeyen; fakat
olas1 sonuglar: énceden tanimlanabilen igleme rassal deney denir.

Tanim 1.2 (Grnek Uzay) Bir rassal deneyin tiim miimkiin sonuglarimn
olugturdugu kiimeye 6rnek uzay denir ve genellikle (2 ile gosterilir.

Tanim 1.3 ((jrnek Nokta ve Olay) Ornek uzayin her bir elemanina érnek
nokta denir. Ornek uzayin alt kiimelerine olay denir. Bir olay, deney sonucunda
gerceklesip gerceklesmedigi sorgulanan 6nermedir.

Ornek 1.1 (Zar Deneyi). Bir zar bir kez atildiginda 6rnek uzay
N ={1,2,3,4,5,6}

olur. Cift gelme olayr A = {2,4,6}, besten biyik gelme olayr B = {6} biciminde
yazilir.
Ornek 1.2 (Miihendislikte Omiir Deneyi). Bir elektronik parcanmn arizalanma

stiresi olgiliyorsa ornek uzay 2 = [0,00) olarak alinabilir. “Parca 100 saatten
fazla ¢alisir” olayr A = (100, 00) big¢iminde ifade edilir.

Olasilik problemlerinde en yaygin hata, érnek uzay kurulmadan formdil
uygulamaktir. Deneyin ne tirettigi net degilse olay da, olayin olasiligi da
net degildir.

1.3 Olay Cebiri ve Kiime Iglemleri

Olaylar kiimelerle ifade edildigi i¢in olasilhigin dili kiime iglemlerine dayanir.
Birlegim “veya”, kesigim “ve”, tiimleyen ise “olmama” anlamini tasir. Bu dil,
aksiyomatik olasihigin temelidir (Capiniski & Kopp, 2004; Kolmogorov, 1956).

Tanim 1.4 (Birlesim, Kesigim ve Tiimleyen) A ve B olaylar igin
AUB ={w:w € A veyaw € B},

ANB={w:we€ Avew € B},
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A ={w:w ¢ A}
olarak tanimlanir.

Tanim 1.5 (Ayrik Olaylar) AN B = & ise A ve B olaylarina ayrik olaylar
denir. Ayrik olaylar ayni deney sonucunda birlikte gergeklegemez.

Tanim 1.6 (0-Cebiri) (2 iizerinde bir F olay smifi gu kogullar1 saghyorsa
o-cebiri olarak adlandirilir:

1. P eF,
2. Ae Fise A € F,
3. Al,AQ,...E./."iSG UZO=1An€f.

Ornek 1.3 (Basit Olay Cebiri). £ = {1,2,3,4,5,6} ve A = {2,4,6} olsun. Bu
durumda A° = {1,3,5} olur. A ¢ift gelmeyi, A tek gelmeyi temsil eder.

Kiime iglemleri arasindaki en kullanmigh iligki, “veya” ile “ve” iglemlerinin
tiimleyen altinda yer degigtirmesidir. De Morgan kurallari, olasilik ispatlarinda
bir olayn tiimleyenini daha kolay hesaplanan bir bi¢cime ¢evirmek igin siirekli
kullanilir (Ross, 2019; Billingsley, 1995).

Teorem 1.1 (De Morgan Kurallar1) Herhangi bir {A;};cr olay ailesi igin

(UAi>C:ﬂA§, <ﬂAi>C=UAg

il il il il
gecerlidir.

Kamit. 11k esitligi gosterelim. w € (|J; 4;)° olmasi, w'nin higbir 4;’ye ait ol-
mamasl, yani her ¢ i¢in w € A§ olmas1 demektir; bu da w € (), AS ile aymdir.
Tki kiimenin elemanlar1 birebir értiigtiigiinden egitlik saglanir. Ikinci esitlik, ilk
esitlik A¢ ailesine uygulanip tiimleyen alinarak elde edilir. a

Tanmim 1.7 (Artan ve Azalan Olay Dizileri) A;, Ao, ... olay dizisi i¢in her
n’de A,, C A, ise dizi artan, her n’de A, 11 C A, ise azalan olarak adlandirilir.
Artan dizinin limiti J,, A,, azalan dizinin limiti (), A, olarak tanimlanr ve
A, T Ayada A, | A ile gosterilir.

Tanim 1.8 (Olay Dizisinin Ust ve Alt Limiti) Bir 4;, A, ... olay dizisi

icin
o0 (o)
limsup 4,, = ﬂ U Ag, liminf A4,, = U m Ay
n n=1k>n " n=1k>n
tammlanir. lim sup A,,, “sonsuz ¢ok A,, gergeklegir” olayini; liminf A,, ise “bir
indisten sonra tiim A, gerceklesir” olayini ifade eder.

Ornek 1.4 (Monoton Olay Dizisi). A, = (1/n, 1] araliklar: [0,1] iizerinde
tanuvmle olsun. Dizi artandir ve ), An = (0, 1] olur. Benzer bigimde B,, = [0,1/n)
azalan bir dizidir ve (), B, = {0} degerine iner. Bu tir limitler, sirekli olasilik
modellerinde olaylarn “sinira yaklasmasy” fikrini somutlastirir.
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A ANB B

Sekil 1.1 Iki olayin Venn semasi. Ortadaki kesigim boélgesi A N B, toplama kuralinda bir
kez fazladan sayildig: i¢in P(A U B) hesabinda c¢ikarilir.

1.4 Olasilik Olciisii ve Kolmogorov Aksiyomlari

Modern olasilik kuraminda olasilik, olaylara say1 atayan bir 6lcii olarak ta-
nimlanir. Bu yaklagim Kolmogorov’'un aksiyomatik gercevesiyle standart hale
gelmigtir (Kolmogorov, 1956). Aksiyomlar kisa goriiniir; fakat olasilik teorisinin
neredeyse biitlin temel sonuglar1 bu tg ilkeden tiiretilir.

Tamum 1.9 (Olasilik Uzayi) Bir olasilik modeli
(2,F.P)

i¢liisstinden olugur. Burada {2 6rnek uzay, F olaylarin o-cebiri, P ise olaylara
olasilik atayan fonksiyondur.

Tanmim 1.10 (Kolmogorov Aksiyomlari) P : F — [0, 1] fonksiyonu asagidaki
kosullar: sagliyorsa olasilik 6lgiistidiir:

1. Negatif olmama: Her A € F igin P(A) > 0.
2. Normallik: P(£2) = 1.
3. Sayilabilir toplamsallik: A;, Ay, ... kargilikh ayrik olaylar ise

oo oo
P (U Ai> = P(4).
i=1 i=1
Teorem 1.2 (Bos Kiimenin Olasilig1) Her olasilik uzayinda
P@)=0

olur.

Kanat. 2 ve @ ayrik olaylardir ve 2 U @ = {2 olur. Toplamsalliktan
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P(Q) = P(2) + P(2)

yazilir. Her iki taraftan P(§2) ¢ikarilirsa P(@) = 0 elde edilir. O
Teorem 1.3 (Tiimleyen Kural) Her A € F igin

P(A%) =1 - P(A)

olur.

Kanat. A ve A€ ayrik olaylardir ve birlegimleri {2’dir. Bu nedenle
1=P(2)=P(AU A°) = P(A) + P(A°).

Diizenleme sonucu verir. a

Teorem 1.4 (Monotonluk) A C B ise
P(A) < P(B)

olur.

Kanit. B olay: ayrik olarak A ve B N A€ parcalarina ayrilir. Dolayisiyla
P(B) = P(A)+ P(BnNA°).

Olasiliklar negatif olmadigindan P(BNA°) > 0 ve sonug P(A) < P(B) olur. O
Teorem 1.5 (Iki Olay i¢in Toplama Kurali) Her A, B € F icin

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

olur.

Kamit. AU B, ayrik bigimde A ve BN A€ olaylarinin birlegimidir. Bu nedenle
P(AUB) = P(A)+ P(BnA°).

Ayrica B = (AN B) U (BN A°) ayrik birlesimidir. Buradan
P(Bn A°) = P(B)— P(ANB)

yazilir. Yerine koyunca istenen egitlik elde edilir. a

Ornek 1.5 (Cift veya Biiyitk Say1). Adil bir zar atildiginda A = {2,4,6}
cift gelme, B = {5,6} en az & gelme (yani 4’ten biyik gelme) olay: olsun.
AN B = {6} oldugundan

P(AUB) =

| W
(=20
S| =
|~

bulunur.
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iki olay icin toplama kurali, ikiden cok olaya dogal bicimde genisler. Bu
genelleme icerme—dislama ilkesi olarak bilinir ve eglegme, kapsama ve ortme
problemlerinin temelidir (Feller, 1968; Ross, 2019).

Teorem 1.6 (Sonlu Toplamsallik) Ay, ..., A, karsilikle ayrik olaylar ise

olur.
Kanat. Sayilabilir toplamsallik aksiyomunda A, ;1 = Ap4e = -+ = @ alinr.
P(@) = 0 oldugundan sonsuz toplam ilk n terime iner. O

Teorem 1.7 (Boole Esitsizligi (Alt Toplamsallik)) Herhangi A, As, ...
olaylar i¢in (ayrik olmalary gerekmez)

P(G Ai) < iP(Ai)
i—1 i—1

gegerlidir.

Kanit. Olaylar ayriklagtirahm: By = Ay ven > 2i¢in B,, = A, \(A1U---UA,,_1)
tanimlansin. Bu durumda B, ler karsihkh ayriktir, |J,, B, = U,, An ve B, C A,
olur. Monotonluktan P(B,,) < P(A,) ve toplamsalliktan

P(U An> => P(B,) <) P(Ay).

Teorem 1.8 (icerme-Diglama ilkesi) A, ..., A, olaylar i¢in

P(O Ai> = P(A)-> P(ANA)+ > P(ANANAL)— - +(=1)" T P(A1N- - NA,).
i=1 %

1<j i<j<k

Kanit. n = 2 durumu toplama kuralidir. Timevarim varsaymmiyla C' = A;U- - U
Ap—1 igin formil dogru kabul edilir. P(CU A4,,) = P(C) + P(A,) — P(CN A,)
yazihr; CN A, = ., (Ai N Ay) oldugundan bu terime de tiimevarim uygulanir.
Terimler diizenlendiginde n olay i¢in formiil elde edilir. ad

Teorem 1.9 (Bonferroni Esitsizlikleri) Icerme-dislama toplaminin ilk teri-
minde durulursa ist, ilk iki teriminde durulursa alt sinir elde edilir:

ZP(Ai)—ZP(AiﬁAj) < P(UAl) < ZP(AZ»).

i<j
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Kanat. Ust siir Boole esitsizligidir. Alt sinir, icerme-diglama serisinin kismi
toplamlarinin ardigik olarak gercek degeri alttan ve iistten kugatmas: (terimlerin
igaret degigtirmesi) ilkesinden gikar. a

Ornek 1.6 (Ug Olay I¢in Igerme-Diglama). P(A;) = 0.3, ikiserli kesisimler 0.1
ve gl kesigim 0.02 olsun. O halde

P(A; U Ay U As) = 3(0.3) — 3(0.1) + 0.02 = 0.62.

A1 A2

Az

Sekil 1.2 Ug olayda igerme-dislama: tek tek toplamlar kesisimleri fazla sayar; ikiserli
kesigimler gikarilir, ti¢li kesigim geri eklenir.

Aksiyomlarim belki de en gii¢lii sonucu, olasilik 6lgiisiiniin monoton olay
dizilerinde siirekli davranmasidir. Bu siireklilik, sonlu hesaplar1 sonsuz/siirekli
modellere tagiyan kopriidiir (Billingsley, 1995; Cinlar, 2011).

Teorem 1.10 (Olasihigin Siirekliligi) A, 1 A ise P(A,) T P(A); A, | A ise
P(A,) } P(A) olur.

Kanit. Artan durum i¢in By = Ay, n > 2’de B, = A, \ 4,—1 ayrik olaylarim
alahm. (J, .,, Bx = Ay ve |J, Br = A olur. Sayilabilir toplamsalliktan

;P Bi) = nl;n;oZP By) = lim P(Ay).

Azalan durum, A¢ 1 A€ oldugu gozlemiyle tiimleyen kuralindan elde edilir. O
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1.5 Sonlu ve Eg Olasilikli Modeller

Klasik olasilikta tiim sonuclar eg olasilikliysa olay olasiligi sayma problemine
indirgenir. Bu yaklagim, zar, kart, kura ve basit 6rnekleme problemlerinin dogal
temelidir (Grinstead & Snell, 1997; Ross, 2019).

Tanmim 1.11 (Klasik Olasilik) (2 sonlu ve tiim érnek noktalar eg olasilikliysa
her A C (2 icin
_ Al

P(A) =
92|
olur.

Tanim 1.12 (Carpma ilkesi) Bir iglem ardisik iki agamada yapiliyor, ilk
agsama m farkl bigimde, ikinci asama her ilk se¢imden sonra n farkl bigimde
yapilabiliyorsa toplam mn farkl sonug vardir.

Tanim 1.13 (Permiitasyon ve Kombinasyon) n farkh nesneden sirali r
secim sayis1

sirasiz r segim sayisl ise

olur.

Ornek 1.7 (Kart Segimi). 52 kartlk desteden 5 karthik el segme sayise (552) olur.

Eger belirli bir el tipi saylabiliyorsa, bu say (552) degerine béliinerek olasilik
bulunur.

Ornek 1.8 (Basit Rassal Ornekleme). N elemanls bir kitleden n eleman yerine
koymadan ve es olasilikla seciliyorsa, belirli bir birimin érnege girme olasilige
n/N olur. Cinki bu birimi iceren drneklem sayist (17\;_711), tiim o6rneklem sayist

(]Z) “dir.

Ornek 1.9 (Dogum Giinii Problemi). k kisilik bir grupta en az iki kisinin
ayne dogum ginine sahip olma olasihginy hesaplayalim (yil 865 giin, dogumlar
bagimsiz ve es olasilikly varsayulsin). Timleyen tzerinden gitmek kolaydur: tim
dogum ginlerinin farkly olma olasilige

k—1 .
. 365-364--- (365 —k+1) J
P(hepsi farklh) = - = H (1 - ) .
365 o 365

Aranan olasilk 1 — P(hepsi farkly) olur. Sezgiye aykwri bicimde k = 23 i¢in bu
olasilik 0.507 ’yi gecer; k = 50°de ise 0.97 ’ye ulasir. Kiiciik bir grupta cakigmanin
bu kadar olasi olmas, (12‘) ¢ift saynsiman k ile karesel buytimesinden kaynaklanur.
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P(gakisma)

1.6r

05—~ ————--- k=23: 0.507

|
|
|
1
1
|
|

Q 53 =0 =0 k (kisi sayis1)

Sekil 1.3 Dogum giinii problemi: ¢akigma olasiligr kisi sayisiyla hizla 1’e yaklagir ve
k = 23’te 1/2’yi geger.

Ornek 1.10 (Eslesme (Sapka) Problemi ve Dagmikhklar). n konuk sapkalarma
vestiyere birakip cikista rastgele birer sapka alsin. Hicbir konugun kendi sapkasini
almamast olayimin olasiliging arwyoruz. Hicbir sabit noktasy olmayan permiitas-
yona dagimikhk (derangement) denir ve sayisi D,, ile gosterilir. Icerme—dislama
ilkesiyle

D, =n! Z ( j!) , P(hi¢ eslesme yok) = — = Z
j=0
Konuk sayse biiyiidiikee bu olasilik konuk saysindan bagimsiz bicimde e 'e

yakwnsar; bu, icerme—dislama ilkesinin zarif bir uygulamasidir (Feller, 1968;
Grinstead & Snell, 1997).

1.6 Kosullu Olasilik

Yeni bilgi geldiginde 6rnek uzay fiilen daralir. Kosullu olasilik, bu bilgi giincelle-
mesini sayisal bicimde ifade eder. Kogullu olasilik Bayes teoreminin, bagimsizlik
kavraminin ve istatistiksel ¢ikarimin ana kapisidir (Hogg et al., 2019; Hsu, 1997;
Ross, 2019).

Tanim 1.14 (Kosullu Olasihik) P(B) > 0 ise B bilindiginde A olayimn

kosullu olasilig

P(AB)_P(If(g)B)

olarak tanimlanir.
Teorem 1.11 (Carpim Kurali) P(B) > 0 ise

P(ANB) = P(A| B)P(B)
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olur. Ayrica P(AN B) > 0 ise
P(ANBNC)=P(C|ANB)P(B|A)P(A)
yazilabilir.

Kamt. 1k esitlik kosullu olasilik taniminm her iki tarafinm P(B) ile carpil-
masiyla elde edilir. Ug olay icin aym1 tanim énce C olayina, sonra B olayma
uygulanir:

P(ANBNC)=P(C | ANB)P(ANB) = P(C | AN B)P(B | A)P(A).
O

Ornek 1.11 (Kalite Kontrol). Bir diriiniin kusurlu olma olasiis 0.04 ve kusurlu
tirtindin testi gecememe olasigr 0.90 olsun. Uriiniin kusurlu ve testi gecememis
olma olasiligt

0.04 x 0.90 = 0.036

olur.

Kogullu olasiligin aksiyomlar: bozmadigini gérmek énemlidir: bir olay sabitlen-
diginde geri kalan diinya hala tutarh bir olasilik modelidir. Bu, kogullandirmanin
neden “d6rnek uzay: daraltmak” olarak okunabilecegini agiklar.

Teorem 1.12 (Kogullu Olasilik Bir Olasihk Olgiisiidiir) P(B) > 0 ol-
sun. Q(-) = P(- | B) ile tansmlanan fonksiyon (2, F) tzerinde Kolmogorov
aksiyomlariny saglar.

Kamit. Her A igin P(AN B) > 0 ve P(B) > 0 oldugundan Q(A) > 0. Ayrica
Q(£2) = P(B)/P(B) = 1. Son olarak A;, A, ... ayrik ise (A; N B) da ayriktir

A;NB PA ﬁB
(UA> <(B) ) _ % - Yo

Ug aksiyom da saglandigindan @Q bir olasilik élciisiidiir. a

Ornek 1.12 (Monty Hall Problemi). Ug kaprdan birinin arkasinda araba,
ikisinin arkasinda keci vardir. Yarismact bir kapr seger; sunucu kalan iki kapidan
arkasinda kegi olan birini acar ve se¢imi degistirme firsaty verir. Degistirmek mi
avantajhdur? ik secimin dogru olma olasihge 1/3, yanhs olma olasihgn 2/3 tir.
Yarismacu ilk se¢iminde yanhs kapuyp sectiyse (olasilik 2/3), sunucunun zorunlu
a¢rst sonrasy degigtirmek mutlaka arabayr kazandirir. Dolaypsiyla

2
P(degistirerek kazanma) = 3’ P(kalarak kazanma) = 3

Sezgiye aykiry sonug, sunucunun bilgili davranarak drnek uzaya yeni bilgi kat-
masindan kaynaklanyr (Grinstead € Snell, 1997).
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Ornek 1.13 (Iki Cocuk Problemi). Bir ailenin iki cocugu olsun ve her birinin
kiz/erkek olma olasiligu esit ve bagimsiz kabul edilsin. “En az biri kiz” bilindiginde
her ikisinin de kiz olma olasiligi, ornek uzay {KK, KE, EK, EE} tizerinde

. _ P(KK) 14 1
P(KK | en az bir K) = PUKK KE,EK}) 3/ 3

olur. Buna karsilik “ilk ¢ocuk kiz” bilindiginde olasilik 1/2’ye ¢ikar. Aradaki
fark, verilen bilginin érnek uzayr nasil farkl daralttsgine gésterir.

Baglangic

\ /Ach
\M%ACHBC

Sekil 1.4 Olasilik agaci: dallar boyunca ¢arpim kurali, dallarin toplami ise toplam olasilik
yasasi uygulanir.

1.7 Toplam Olasilik Yasasi ve Bayes Teoremi

Bir olayin olasiligi cogu zaman alt gruplara ayrilarak hesaplanir. Toplam olasilik
yasasi bu parcalama iglemini, Bayes teoremi ise gozlemden nedene dogru ters
gilincellemeyi saglar.

Tanim 1.15 (Ayrisum) By, ..., B, olaylar karsihkh ayrik, P(B;) > 0 ve
N=BU---UB,
ise bu olaylar £2’nin bir ayrigimini olugturur.

Teorem 1.13 (Toplam Olasilik Yasasi) By, ..., B, érnek uzayn bir ayrisima
ise her A olay i¢in

P(A) = ZP(A | Bi)P(B:)
i=1

olur.
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Kanat. A olay1 ayrik bicimde
A=(ANB)U---U(ANB,)

olarak yazilir. Toplamsalliktan

P(A) = f: P(AN B;)

i=1

olur. Kosullu olasilik tanimiyla P(AN B;) = P(A | B;)P(B;) yazilir ve sonug

elde edilir. O
Teorem 1.14 (Bayes Teoremi) By,...,B, dérnek uzayin bir ayrisymi ve
P(A) >0 ise

P(A | By,)P(By)
>y P(A| Bi)P(By)

P(By | A) =
olur.

Kanat. Kogullu olasiliktan

P(AﬁBk)

P(Bi | 4) = 5

yazilir. Pay P(A | By)P(By) bigimine doniigtiiriiliir. Payda i¢in toplam olasilik
yasasi uygulanir. Boylece Bayes formiilii elde edilir. a

Teorem 1.15 (Bayes Teoreminin Olasihik Oram Bicimi) P(A), P(A°),
P(B| A) ve P(B | A°) pozitif ise

P(A|B) _ P(A)  P(B|A

P(A<|B)  P(A°) P(B|A)

Kamit. Bayes formili A ve A€ igin ayr1 ayr1 yazilir:

P(B|A)P(A) P(B| A°)P(A°)
PA|B)= ——————= PA°|B)= ———M———~.
Ilk esitlik ikinciye boliindiigiinde P(B) sadelesir ve sonug elde edilir. O

Ornek 1.14 (Tani Testi). Bir hastaligin toplumdaki orans 0.01, testin duyarhg
0.95 ve yanlis pozitif orant 0.05 olsun. Pozitif test sonrast hastalik olasilig

0.95(0.01)
P(H = ~ 0.161
(H1+) = 5 950.01) + 0.050.99) ~ >0

olur. Test giicli goriinse bile hastalik nadir oldugu i¢in pozitif sonu¢ hastalig
kesinlestirmez.
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Ornek 1.15 (Bahis Oram (Odds) Bigimi). Ayna problemi olasilik orana bi-
ciminde ¢ézmek hesabu sadelestirir. Onsel oran P(H)/P(H®) = 0.01/0.99 ve
olabilirlik orany (likelihood ratio) 0.95/0.05 = 19 oldugundan sonsal oran

P(H|+) 001 0.192
- 19~0.192, P(H|+)= "2 ~0.161.
P(H| 1) 099 ’ HI+) = 1010

Oran bi¢imi, paydadaki toplam olasilige tekrar hesaplamadan giincelleme yapmays
saglar; ardigik kamtlarda olabilirlik oranlar: yalnizca carpilir.

Ornek 1.16 (Ardigik Bayes Giincellemesi). Ayne hastaya bagimsiz ikinci bir
test daha uygulansin ve yine pozitif ¢iksin. Birinci testin sonsaly (= 0.161) ikinci
testin onseli olur. Oran bigiminde sonsal oran tekrar 19 ile carpilir:

0.161 3.65
——— x 19~ 3. P(H = ——— ~(.785.
0.839 19~ 305, H [ +4) = 755755 = 0785

Tek basina ikna edici olmayan iki kanat birikince inang 0.16 ’dan 0.79°a ¢ikar.
Bu, Bayesgi giincellemenin kanit biriktirme mantigine gosterir (Jaynes, 2003).

1.8 Bagimsizlik

Bagimsizlik, iki olaydan birinin gerceklegmesinin digerinin olasiligin1 degigtir-
memesi anlamina gelir. Bu kavram hem sezgisel hem de matematiksel olarak
dikkat ister; ayrik olaylarla bagimsiz olaylar karigtirilmamalidir (Bertsekas &
Tsitsiklis, 2008; Grinstead & Snell, 1997).

Tanim 1.16 (Bagimsiz Olaylar) A ve B olaylar
P(ANB)=P(A)P(B)
kogulunu saghyorsa bagimsizdir.

Teorem 1.16 (Kosullu Olasilik ve Bagimsizlik) P(B) > 0 olsun. A ve B
bagimsiz ise

P(A|B) = P(4)
olur. Tersi de dogrudur: P(A | B) = P(A) ise A ve B bagimsuizdar.

Kanit. Bagimsizlik varsa

Pl B = 5 = T b

olur. Ters yonde P(A | B) = P(A) esitliginin iki tarafi P(B) ile ¢arpilirsa
P(AN B) = P(A)P(B) elde edilir. O



14 1 Olasiligin Temelleri ve Aksiyomatik Yapi

Tamm 1.17 (Karsilikh Bagimsizlik) Ag, ..., A, olaylar i¢in her alt kiime
secimi altinda

P4 | =]]PA)
jeJ jeJ
saglaniyorsa olaylar kargilikli bagimsizdir.

Ornek 1.17 (iki Zar). [ki adil zar atildiginda birinci zarn ¢ift gelmesi ile
tkinci zarin 6 gelmesi bagimsizdir. Cinki deneyin mekanizmast iki zar sonucunu
birbirinden aywrir ve ortak olasilik carpim biciminde hesaplanar.

Ayrik olaylar genellikle bagimsiz degildir. ANB = @ ve P(A), P(B) >0
ise P(AN B) =0, fakat P(A)P(B) > 0 olur. Bu nedenle ayrikhik “birlikte

olamaz”, bagimsizlik ise “birbirini etkilemez” anlamina gelir.

Teorem 1.17 (Tiimleyenlerin Bagimsizlig1) A ve B bagimsiz ise A ile B,
A° ile B, ve A€ ile B¢ ciftleri de bagimsizdar.

Kamit. A= (ANB)U (AN B®) ayrik birlesiminden P(AN B°¢) = P(A) — P(AN
B) = P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B®) olur. Diger ciftler
simetri ve ayn1 argiimanla elde edilir. a

Tamim 1.18 (Kosullu Bagimsizlik) P(C) > 0 olsun. A ve B olaylar
P(ANB|C)=P(A|C)P(B|C)

kogulunu sagliyorsa C verildiginde kosullu bagimsiz adini alir. Kogulsuz bagim-
sizlik kogullu bagimsizlig1 gerektirmez; tersi de dogru degildir.

Ornek 1.18 (ikiserli Bagimsiz Ama Kargihklh Bagimh). Iki adil madeni para
atilsin. A = “ilk yaz”, B = “ikinci yaxn”, C = “iki sonug¢ farkh” olaylarin
tanwmlayalim. Her biri 1/2 olasiliklider ve

P(ANB)=P(ANC)=P(BNC)=1=P(A)P(B)

oldugundan olaylar ikiserli bagimsizdir. Ancak A N B N C = & iken
P(A)P(B)P(C) = 1/8 # 0 olur; dolayiswyla karsiikle bagimsiz degildir-
ler. Bu klasik Bernstein drnegi, ikiserli bagimsizligin karsilikle bagimsizlige
gerektirmedigini gosterir (Feller, 1968).

1.9 Uriin Uzaylar1 ve Bagimsiz Deneyler

Birden fazla deney birlikte modellenmek istendiginde tirtin uzay: kullanilir.
Bu yap1 bagimsiz 6l¢timlerin ve ¢ok degiskenli olasiligin baglangi¢c noktasidir
(Capiniski & Kopp, 2004; Shao, 2003).
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Tanim 1.19 (Uriin o-Cebiri) (21, F;) ve ({22, F2) 6lgiilebilir uzaylar igin
irin o-cebiri, A; X Ay bigimindeki Ol¢iilebilir dikdértgenlerin tirettigi en kiigiik
o-cebiridir ve F; ® F3 ile gosterilir.

Teorem 1.18 (Bagimsiz Uriin Olasihig1) P, ve P, olasihk élgiileriyse, dik-
dortgenlerde
P(A; x Ag) = P1(A1)P2(Az)

biciminde tanimlanan ol¢i, iki bagimsiz deneyin ortak olasilik dlgiistinig verir.

Kanat. Olcii kuraminda iiriin 8lcii varlik teoremi, dikdértgenler iizerinde verilen
carpim bicimli tanimi F; ® F lizerine tekil bicimde genigletir. Bu genigletme,
dikdortgen olaylarda bagimsizlik ¢carpimini korur. a

Ornek 1.19 (iki Bagimsiz Olciim). Bir sicaklk 6l¢iimii ve bir basing Glgiimii
bagimsiz modelleniyorsa, ortak olay A x B ig¢in olasilik Pr(A)Pp(B) olur.

1.10 Bagimsizligin Miihendislik Uygulamasi: Sistem
Giivenilirligi

Bagimsizlik kavraminin en somut uygulamalarindan biri, bilesenlerden olugan
sistemlerin ¢aligma olasiligini hesaplamaktir. Her bilegenin ¢aligma olasiligina gii-
venilirlik denir ve bilegen arizalar: bagimsiz varsayilir (Soong, 2004; Montgomery
& Runger, 2018).

Teorem 1.19 (Seri ve Paralel Sistem Giivenilirligi) Bagimsiz bilesenlerin
guvenilirlikleri r1,...,r, olsun. Tim bilesenlerin calismasiniy gerektiren seri

sistemin gilivenilirligi
n
Rser‘i = H Ti,
i=1

en az bir bilegsenin calismasimn yeterli oldugu paralel sistemin guvenilirligi ise

n

Rpam,lel =1- H(l - Ti)

i=1
olur.

Kanat. Seri sistemde sistem yalniz tiim bilegenler caligirsa ¢alisir; bagimsizlikla
bu olayin olasilig1 giivenilirliklerin ¢arpimidir. Paralel sistemde sistem yalniz
tiim bilegenler arizalanirsa arizalanir; bu olaymn olasihg: [],(1 — ;) oldugundan
tiimleyeni alinir. a

Ornek 1.20 (Yedekli Tasarim). Giivenilirligi 0.9 olan tek bir bilesen yerine,
ayne givenilirlikte iki bilesen paralel baglanirsa sistem gilivenilirligi
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1-(1-09)?2=1-0.01=0.99

olur. Yedeklilik, tek bilesendeki 0.1°lik ariza riskini 0.01°e indirir. Bu, kritik
sistemlerde paralel (yedekli) tasarvman temel gerekgesidir.

T2

Seri — N

1
Paralel { :li
T2

Sekil 1.5 Seri sistemde tiim bilegenler gereklidir (R = Hri)§ paralel sistemde bir bilesen
yeterlidir (R =1 —[](1 — rs)).

1.11 Olasiligin Yorumu ve Modelleme Disiplini

Olasilik yalniz hesap araci degildir; belirsizligi nasil yorumladigimizi da belirler.
Frekansgi bakig olasiligi uzun dénem goreli siklikla, Bayesci bakisg ise bilgi altinda
tutarli inang derecesiyle iligkilendirir. Jaynes’in vurguladig: gibi olasilik, eksik
bilgi altinda tutarh akil yiiriitmenin nicel dili olarak da okunabilir (Jaynes,
2003). Olgiim problemlerinde ise yogunluklarin kullanilan hacim elemaniyla
birlikte diigliniilmesi gerekir; koordinat degigse bile fiziksel bolgenin olasilig
degismemelidir (Tarantola, 2001).

Tanim 1.20 (Olasihik Yogunlugu ve Hacim Elemani) Siirekli modellerde
bir boélgenin olasiligi, yogunlugun uygun hacim elemani iizerinde integraliyle
hesaplanir. Bu nedenle yogunluk degeri tek basina degil, hangi 6lciiye gore
tanimlandigiyla birlikte anlam tasir.

Teorem 1.20 (Bolge Olasiliginin Koordinattan Bagimsizligi) Bir koor-
dinat doniisiminde yogunluk Jacobian ile uygun bicimde déndstiriliirse ayni
fiziksel bolgenin olasiligr degismez.

Kamit. x koordinatlarinda bélge olasihigy [, fx (x)dx olsun. y = g(x) doniisii-
miinde dy = |Jy(x)|dz ve yeni yogunluk fy (y) = fx(z)/|J4(x)| olur. Boylece

= fx(z) )| dx = z)dx
[ = [ il [
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Ornek 1.21 (Birim Degisimi). Uzunluk metre yerine santimetreyle yazldi-
ginda yogunlugun sayisal degeri degisir; fakat belirli bir fiziksel araligin olasiligr
degismez.

1.12 Ornek Veri Tablosu ve Yazihm Coziimleri

Kavram Matematiksel arag Tipik kullanim

Ornek uzay N Deney sonuclarini belirleme
Olay AC Tlgilenilen sonucu ifade etme
Olasilik dl¢iistt P(A) Belirsizligi sayisallagtirma
Kogullu olasihk P(A | B) Yeni bilgiyle giincelleme
Bayes teoremi P(B; | A) Gozlemden nedene gitme
Bagimsizlik P(AN B) = P(A)P(B) Etkisiz deneyleri ayirma

Python Coziimii

pH = 0.01
sens = 0.95

falsePos = 0.05

posterior = sens * pH / (sens * pH + falsePos * (1 - pH))
print(posterior)

R ile Hesaplama:
pH <- 0.01
sens <- 0.95
falsePos <- 0.05
posterior <- sens * pH / (sens * pH + falsePos * (1 - pH))

posterior
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1.13 Gorsellestirme ve Grafikler

Bayes Giincellemesi

Onsel Kanit Sonsal
P(H) P(+ | H) P(H | +)
_ _

] L]

Sekil 1.6 Bayes teoreminde onsel bilgi, kanit ile birlegerek sonsal olasiliga doniigiir.

Dikkat: Kavram Yanilgisi

Ayrik olaylar ile bagimsiz olaylar aym sey degildir. Ayrikhik, iki olayin
ayni anda gergeklesememesi; bagimsizlik ise bir olayin bilgisinin digerinin
olasihgin degigtirmemesi demektir. P(A) > 0 ve P(B) > 0 iken ayrik
olaylar bagimsiz olamaz.

Kendini Dene:
Ara Kontrol: Bir testin duyarlhilign ¢ok yiiksek olsa bile hastalik ¢ok
nadirse pozitif sonucun giivenilirligi neden diisiik kalabilir? Ipucu: Bayes
paydasidaki yanlig pozitif terimini ayr1 distinin.

Mini-Proje / Vaka Caligmasi:
COVID-19 hizli test yorumu: Bir tarama testinin duyarliligi 0.90,
yanlig pozitif orani 0.04 ve toplumdaki yayginlik 0.02 olsun. Pozitif test
sonrasi hastalik olasiligini Bayes teoremiyle hesaplayin; sonra yayginlik
0.20 oldugunda sonucu yeniden bulun. Ayni testin farkli toplumlarda neden
farkli yorumlanacagin kisa bir paragrafla aciklayin.

1.14 Boliim Sonu Coziimlii Problemler

1. (2, F, P) bir olasihk uzay1 olsun. P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)
esitligini ispatlayiniz.
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10.

11.

Coziim. AU B = AU (BN A°) ayrik birlesimidir. Bu nedenle P(AU B) =
P(A)+ P(BnN A°) olur. Ayrica B = (AN B) U (BN A°) ayrik birlesiminden
P(BN A°) = P(B) — P(AN B) elde edilir. Yerine yazinca sonug gikar.
Bir zar atildiginda ¢ift veya 5’ten biiylik gelme olasiligi nedir?

Coziim. A = {2,4,6}, B = {6} ve AU B = {2,4,6} oldugundan olasilik
3/6 =1/2 olur.

Bir hastaligin 6nsel olasihigr 0.02, test duyarlihgi 0.90 ve yanhg pozitif orani
0.10 ise pozitif test sonrasi hastalik olasiligi nedir?

Coziim.

~ 0.155.

P(H | +) = 0.90(0.02) 0018
~0.90(0.02) 4+ 0.10(0.98)  0.116

P(A) =04, P(B) =0.5 ve A, B bagimsiz ise P(AU B) degerini bulunuz.
Coziim. Bagimsizliktan P(AN B) = 04 - 0.5 = 0.2 olur. Dolayisiyla
P(AUB)=04+405-02=0.7.

A C Bise P(A) < P(B) oldugunu gosteriniz.

Coziim. B = AU (BN A°) ayrik birlegsimdir. Bu nedenle P(B) = P(A4) +
P(BN A°) > P(A) olur.

Ug olay icin P(AUBUCQC) agihmini yazimiz ve P(A;) = 0.5, ikiserli kesigimler
0.2, ticlii kesigim 0.05 iken degerini bulunuz.

Coziim. Igerme-diglama ile P(AU B U C) = 3(0.5) — 3(0.2) + 0.05 = 0.95.
Uc olay 6rnek uzayin biiyiik béliimiinii kaplamaktadir.

30 kisilik bir sinifta en az iki 6grencinin ayni dogum giiniine sahip olma
olasiligimin 0.5’ten biiylik oldugunu dogum giinii formiiliiyle aciklayiniz.
Coziim. P(cakisma) = 1 — [[52,(1 — j/365) ~ 1 — 0.294 = 0.706 > 0.5.
Karesel buytiyen cift sayis1 cakigmay: olasi kilar.

Boole esitsizligini kullanarak, her biri 0.001 hata olasiligina sahip 100 ba-
gimsiz bilesenden en az birinde hata olma olasiligina bir {ist sinir veriniz.
Coziim. P(|J; 4i) < Y, P(4;) = 100 x 0.001 = 0.1. Gergek deger
1 —(0.999)1% ~ 0.095 olup smr ile uyumludur.

Givenilirligi 0.8 olan ti¢ bilesen 6nce seri, sonra paralel baglanirsa sistem
gtvenilirliklerini karsilagtiriniz.

Coziim. Seri: 0.8% = 0.512. Paralel: 1 — (0.2)3 = 0.992. Paralel tasarim
glvenilirligi belirgin bi¢cimde artirir.

Bir torbada 5 kirmizi, 3 mavi top vardir. fadesiz iki top cekiliyor. Tkinci
topun mavi olma olasiligini toplam olasilik yasasiyla bulunuz.

Coziim. i1k top mavi (3/8) ya da kirmiz1 (5/8) olabilir:

5 3 6+15 21 3

T8 7T 56 56 8

3 2

P(2. )=-"--

(2. mavi) 57

Tkinci cekilisin kenar olasihigi, ilk ¢ekiligin marjinaliyle aymdir; bu, degistiri-
lebilirlik (exchangeability) ilkesinin bir 6rnegidir.

Bir nadir hastalik i¢in (P(H) = 0.005) duyarlilik 0.99 ve yanhg pozitif oram

0.02’dir. Pozitif test sonrasi hastalik olasiligini oran bigiminde hesaplayiniz.
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Coziim. Onsel oran 0.005/0.995, olabilirlik oran1 0.99/0.02 = 49.5. Sonsal
oran =~ 0.2487, dolaywsiyla P(H | +) ~ 0.2487/1.2487 ~ 0.199.

12. A, } Ave P(4;) < oo ise P(A) = lim,, P(A4,) oldugunu gosteriniz.
Coziim. A¢ 1 A° olur; alttan stireklilikle P(AS) 1+ P(A°). Timleyen kura-
hiyla 1 — P(A,) T 1— P(A), yani P(4,) | P(A4).

1.15 Boliim Sonu Aligtirmalar:

Bu aligtirmalar, boliimdeki temel kavramlar: kademeli bicimde pekigtirmek igin
ii¢ diizeyde diizenlenmigtir. Cevaplar ve kisa ¢6ziim ipuglart Ekler bolimiindeki
Cevap Anahtarynda verilmigtir.

Temel Diizey

B1. Bir madeni para iki kez atiliyor. Ornek uzay1 yazimz ve en az bir yaz gelme
olaymi kiime olarak gosteriniz.

B2. Bir zar atiliyor. A = {1,3,5} ve B = {4,5,6} igin AU B, AN B ve A
kiimelerini bulunuz.

B3. P(A) = 0.35, P(B) = 0.50 ve P(AN B) = 0.20 ise P(A U B) degerini
hesaplayiniz.

B4. AC B, P(A) =0.28 ve P(B) = 0.62 ise P(B N A°) degerini bulunuz.

B5. Bir smifta 6grencilerin 0.40’1 istatistik, 0.25’i programlama, 0.10’u her iki
dersi almaktadir. Rastgele secilen bir 6grencinin bu derslerden en az birini
alma olasiligi nedir?

Orta Diizey

I1. Bir kutuda 4 beyaz ve 6 siyah top vardir. ladesiz iki top cekiliyor. Iki topun
da beyaz olma olasiligini bulunuz.

12. P(A) = 0.6, P(B) = 0.5 ve P(AU B) = 0.8 ise A ve B bagimsiz midir?
Gerekgenizi yaziniz.

I3. Bir test i¢in duyarhilik 0.92, yanls pozitif orani 0.06 ve hastalik yayginlig:
0.03 olsun. Pozitif test sonrasi hastalik olasiligini hesaplayiniz.

14. Ug olay icin P(A) = 0.40, P(B) = 0.35, P(C) = 0.30, ikiserli kesigimler
sirastyla 0.12, 0.10, 0.08 ve tiglii kesigim 0.03 ise P(A U B U C) degerini
bulunuz.

I5. Bir sistem iki bagimsiz bilesenin paralel baglanmasiyla caligiyor. Bilegen
glivenilirlikleri 0.90 ve 0.80 ise sistem giivenilirligini hesaplayiniz.
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fleri Diizey

Al. A, 1 Aise P(A) = lim,_, P(A,) oldugunu Kolmogorov aksiyomlarindan
hareketle gosteriniz.

A2. P(A) > 0 ve P(B) > 0 olan iki ayrik olaym bagimsiz olamayacagini
ispatlayiniz.

A3. 24 kisilik bir grupta en az iki kiginin ayni1 dogum giiniine sahip olma olasiligin
dogum giint formiiliiyle yaklagik hesaplayimz. Artik yillari1 ihmal ediniz.

A4. Bir nadir olaym 6nsel olasihigr 0.01°dir. Kanmitin olabilirlik oran1 LR = 20
ise sonsal olasiligi oran big¢imiyle hesaplayiniz.

A5. P(A;) <0.002 olan 250 olay igin P(Ufiq A;) degerine Boole egitsizligiyle
iist sinir veriniz. Bu sinirin bagimsizlik varsayimi gerektirip gerektirmedigini
belirtiniz.

1.16 Kaynak Notu

Bu béliimdeki temel aksiyomatik yapir Kolmogorov'un 6lgii temelli olasilik yakla-
st tizerine kurulmugtur (Kolmogorov, 1956). Sonlu 6rnek uzay, sayma, kogullu
olasilik ve Bayes anlatimi klasik giris metinleriyle uyumlu bigimde diizenlen-
migtir (Grinstead & Snell, 1997; Hogg et al., 2019; Hsu, 1997; Ross, 2019).
Igerme-dislama, dogum giinii ve eglesme problemleri ile ikigerli/karsilikli bagim-
sizlik ayrimi Feller (1968) ¢izgisindedir; olasihgin siirekliligi ve o-cebiri limitleri
Billingsley (1995) ve Cinlar (2011) 6lgii-kuramsal gergevesiyle uyumludur. M-
hendislik ve giivenilirlik yorumlar1 Soong (2004) ile Montgomery ve Runger
(2018), olgiim ve koordinat duyarlihgr Tarantola (2001), bilgi temelli olasilik
yorumu Jaynes (2003), tiriin uzay1 ve 6l¢i dili ise Capiriski ve Kopp (2004) ile
Shao (2003) ¢izgisinde verilmigtir.

Ozet:
Olasilik hesabinin temeli, rassal deneyi dogru tanimlamak ve olaylar: kiime
diliyle ifade etmektir. Kolmogorov aksiyomlar: olasilik 6l¢iisiiniin tutarh
kurallarini verir. Kogullu olasilik yeni bilgiyle giincellemeyi, Bayes teoremi
gézlemden nedene ters akil yiiriitmeyi, bagimsizlik ise olaylar arasinda
etkisizlik iligkisini aciklar.







Bolim 2
Kombinatorik Analiz ve Sayma Yontemleri

2.1 Gergek Diinya Problemi (Giris)

Bir sifre sisteminde kag farkli parola iiretilebilecegini, bir kalite kontrol siirecinde
kag farkl 6rneklem secilebilecegini, bir kart oyununda belirli bir elin ka¢ bigimde
olusacagini veya bir kurulun kag farkhi iiyeden kurulabilecegini hesaplamak
olasilik modelinin ilk adimidir. Eger 6rnek uzaydaki sonug sayisi dogru sayilmazsa
olasilik da dogru hesaplanamaz.

Kombinatorik analiz, sonlu 6rnek uzaylarda sonuglar: sistemli bigimde sayma
yontemidir. Olasilikta 6zellikle eg olasilikli modeller, kart ve zar problemleri,
binom katsayilari, hipergeometrik dagilim, binom dagilimi ve érnekleme teorisi
bu sayma ilkelerine dayanir.

Bu Boliim Ne Saglar?

Bu boliim toplama ve carpma kurallariyla baglar; faktoriyel, permiitas-
yon, tekrarli permiitasyon, kombinasyon, binom katsayilari, binom teoremi,
multinom katsayilari, yerine koymali ve yerine koymasiz secim modelle-
rini aciklar. Amag, sayma formiillerini ezberletmek degil; sirali-sirasiz ve
tekrarhi—tekrarsiz se¢im ayrimini olasilik modelinin merkezine yerlegtirmek-
tir.

Amag ve Ogrenme Ciktilar
Bu boliimiin sonunda okuyucu

¢ toplama ve ¢arpma kurallarini 6rnek uzay sayiminda kullanabilir,

e permiitasyon ve kombinasyon arasindaki farki acgiklayabilir,

o tekrarli ve tekrarsiz se¢im modellerini ayirt edebilir,

e binom ve multinom katsayilarin1 yorumlayabilir,

o es olasilikli sonlu modellerde olasiliklar: sayma yoluyla hesaplayabilir,
e binom ve hipergeometrik dagilimlarin kombinatorik temelini kurabilir.

23
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2.2 Sayma Probleminin Olasiliktaki Yeri

Sonlu ve eg olasilikli bir 6rnek uzayda olasilik, uygun sonug sayisinin tiim sonug
sayisina oranidir. Bu nedenle klasik olasilik problemlerinde asil giicliik ¢cogu
zaman olasilik formiliinde degil, dogru sayma yontemini segmektedir.

Tanim 2.1 (Eg Olasilikli Sonlu Model) {2 sonlu ve her sonug eg olasilikl
ise A C (2 olayi i¢in
_ Al

|£2]
olur. Burada | A| olayin igerdigi sonug sayisin, |{2| ise dérnek uzayin toplam sonug
sayisinl gosterir.

P(A)

Ornek 2.1 (Zar Atig1). Adil bir zar iki kez atusin. Ornek uzay biiyikligii
6 -6 = 36 olur. Toplamwn 7 olmast olays

(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)

sonuglarindan olusur. Bu nedenle olasilik 6/36 = 1/6 olur.

Sayma problemlerinde en yaygin hata, sirali sonuclarla sirasiz se¢imleri
kargtirmaktir. (A, B) ile (B, A) farkli kabul ediliyorsa sirali; aym kabul
ediliyorsa sirasiz sayma yapilmalidir.

2.3 Toplama ve Carpma Kurallar:

Kombinatorik analizin iki temel ilkesi toplama ve ¢arpma kurallaridir. Toplama
kurali alternatif durumlari, ¢carpma kurali ise ardigik segimleri sayar.

Teorem 2.1 (Toplama Kurali). Ayrik iki islemden biri yapilacaksa ve birinci
islem m, tkinci islem n farkl bicimde yapilabiliyorsa toplam secenek sayist

m-+n

olur. Daha genel olarak ayrmk durumlarn sayilars toplanar.

Kamt. Ayrik durumlar birlikte gergeklegmedigi igin toplam segenek kiimesi ayrik
birlesimdir. Ayrik kiimelerin eleman sayisi, eleman sayilarimin toplamidir. O

Teorem 2.2 (Carpma Kural). Bir islem énce m farkly bicimde, ardindan her
bir ilk se¢im icin n farklh bicimde tamamlanabiliyorsa toplam secenek sayisi

mn

olur. Birden fazla asama igin asama sayilary carpilr.
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Kanait. Her ilk secim, ikinci agsamadaki n secenekle eslesir. Béylece m grup ve
her grupta n sonug vardir; toplam mn olur. a

Ornek 2.2 (Parola Sayis1). Bir parola ii¢c harf ve iki rakamdan olussun. Harfler
icin 26, rakamlar i¢in 10 secenek ve tekrar serbest olsun. Bicim sabit olarak
HHH RR ise secenek sayist

26° - 10°

olur.

2.4 Faktoriyel ve Permiitasyon

Permiitasyon, nesnelerin siralanmasini sayar. Sira 6nemliyse permiitasyon man-
t1g1 kullanihir. Faktoriyel, tiim nesnelerin siralanma sayisin ifade eder.

Tanum 2.2 (Faktoriyel) Pozitif tam say1 n igin
nl=nn-1)n-2)---2-1
olarak tanmimlanir. Ayrica 0! = 1 kabul edilir.

Faktoriyel ¢ok hizli biiyiir ve biiyiik n i¢in dogrudan hesaplanmasi zorlagir.
Asimptotik davramgini veren Stirling yaklagimi, olasilikta binom katsayilarinin
ve normal yaklagimin analizinde merkezi rol oynar (Feller, 1968).

Teorem 2.3 (Stirling Yaklagimi). n — oo iken

n n
n! ~2mn (7) ,
e

yani iki tarafin orani 1’e yaklasir. Daha keskin bicimde n! = \/27n (n/e)"e

olup —+— < 0, < ﬁ saglanar.

12n+1

Ornek 2.3 (Stirling ile Tahmin). 10! = 3.6288 x 106 °der. Stirling tahmini
V207 (10/e)10 ~ 3.5987 x 106 olup yaklasik %0.8 hata verir. Hata n biiyiidiikee

hizla kiigtiliir.
Tanim 2.3 (Permiitasyon) n farkli nesnenin tamaminin siralanma sayisi
n!

olur. n farkli nesneden r tanesi segilip siralanacaksa permiitasyon sayisi

seklindedir.
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Kanat. Tk konuma n, ikinci konuma n — 1, r’inci konuma n — r + 1 secenek
vardir. Carpma kuraliyla

n(n—l)---(n—r—kl):m

elde edilir. O

Ornek 2.4 (Yarig Swralamasi). 10 kosucudan ilk ii¢ derece siraly bigimde belir-
lenecekse sonug¢ sayist

P(10,3) =10-9-8 =720
olur.

Baz1 siralama problemlerinde nesneler bir dogru iizerinde degil, bir gember et-
rafinda dizilir. Bu durumda tiim diziligi déndiirmek yeni bir siralama tiretmedigi
i¢in sayim farklilagir.

Teorem 2.4 (Dairesel Permiitasyon). n farkls nesnenin bir cember etrafinda
ayrt edilebilir dizilis sayist
(n—1)!

olur. Dizilis aynalama (saat yoni/tersi) altinda da ayni sayilhyorsa sayr (n —
1)!/2%ye iner.

Kanat. n nesnenin dogrusal n! dizilisinin her biri, cember {izerinde n farklh
dondiirme ile aym diziligi verir. Bu nedenle n!/n = (n — 1)! ayirt edilebilir
dairesel dizilis kalir. Aynalama da serbestse her dizilis ek olarak yansimasiyla
eslesir ve say1 ikiye boliiniir. O

Ornek 2.5 (Yuvarlak Masa). 8 kisi yuvarlak bir masaya oturacaksa farkh
oturma dizeni sayst (8 — 1)1 = 5040 olur. Ejer iki belirli kiginin yan yana
oturmast isteniyorsa, bu ikiliyi tek bir blok saywp blok iginde 2! siralama eklenir:
(7T—=1)!- 21 = 1440.

2.5 Tekrarlh Permiitasyon

Baz siralama problemlerinde nesneler birbirinden ayirt edilemez. Aymi tiirden
nesnelerin yer degistirmesi yeni bir siralama tretmez. Bu durumda tekrarh
permiitasyon kullanilir.

Teorem 2.5 (Tekrarli Permiitasyon). Toplam n nesnenin ny tanesi birinci tir,
no tanest ikinci tir, ..., ng tanesi k ince tir ve

ny+ng+---+ng=mn

olsun. Awrt edilebilir siralama sayist
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n!
77/1!712! te nk'
seklindedir.

Kanait. Tim nesneler ayirt edilebilir olsaydi n! siralama olurdu. Aymi tiirden n;
nesnenin kendi aralarindaki n;! yer degigtirmesi ayni siralamay1 verdigi i¢in bu
tekrarlar boliiniir. a

Ornek 2.6 (KELIME Siralamasi). “ANANAS” kelimesinde 6 harf vardur; A
harfi 3, N harfi 2 kez tekrar eder. Farkly harf dizilisi sayist

6!

olur.

2.6 Kombinasyon

Kombinasyon, sirasiz se¢imleri sayar. Bir kurul, komite, el veya 6érneklem segili-
yorsa ve se¢im sirasi 6nemli degilse kombinasyon kullanilir.

Tanmim 2.4 (Kombinasyon) n farkli nesneden r tanesinin sirasiz segilme sayisi
n\ n!
r)  rl(n—r)

Kamit. Once r nesne sirah secilirse P(n,r) = n!/(n — r)! sonug vardir. Ancak
segilen ayni r nesne kendi arasinda 7! farkl sirayla sayilmigtir. Bu tekrarlar
boliiniir ve sonug elde edilir. a

seklindedir.

Ornek 2.7 (Komite Secimi). 12 kisiden 4 kisilik bir komite segilecekse sira
onemli degildir. Se¢im sayist
12
=4
( 4> 05

Binom katsayilari, sayma argiimanlariyla ispatlanan zengin bir 6zdeglik
ailesine sahiptir. Bu 6zdeslikler hem cebirsel sadelegtirmede hem de olasilik
toplamlarinda kullanihir (Feller, 1968; Ross, 2019).

Teorem 2.6 (Simetri ve Pascal Kurali). 0 < r < n igin

()-G) 0)-C2)+0)

olur.
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Kanat. Simetri, r nesne se¢gmenin digarida birakilacak n — r nesneyi se¢gmeye
denk olmasindan ¢ikar. Pascal kurali icin belirli bir nesneyi isaretleyelim: r’li
secimler ya bu nesneyi igerir (kalan r — 1 nesne n — 1 arasindan: (’:j)) va da
icermez (r nesne n — 1 arasindan: (";1)). Iki ayrik durum toplanir. O

Teorem 2.7 (Alt Kiime Sayimi ve Vandermonde Ozdesligi).

()= ()= ()

Kamat. Tlk esitlik, n elemanl kiimenin tiim alt kiimelerinin sayismi iki bicimde
saymaktan gelir: her eleman i¢in “i¢ginde/diginda” ikili se¢gimi 2", biiyiiklige
gore toplam ise Y, (7) verir. Ikincisi (Vandermonde): m + n kisilik gruptan
7 kigi segmenin bir yolu, ilk m’den k ve kalan n’den r — k kigi segmektir; k
iizerinden toplanir. a

Teorem 2.8 (Hokey Sopast Ozdegligi). 0 < r < n igin

> (-0

Kanit. Pascal kurah (f) = (fﬁ) — (Til) bi¢iminde yazilirsa toplam teleskopiktir;

ardisik terimler sadelesir ve geriye (:‘ii) - (Til) = (:‘ii) kalir. O

Ornek 2.8 (Pascal Kuralinm Kullanimi). (g) = (?) + (g) =5+10 =15 olur.
Bu yineleme, binom katsayilarine carpan hesabr yapmadan satir satir dretmenin

temelidir.

Sekil 2.1 Pascal tiggeni: her say1 tistiindeki iki saymin toplamidir (Pascal kurali). n’inci
satir (a + b)" a¢ihminin katsayilarin verir.
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2.7 Sirali-Sirasiz ve Tekrarli-Tekrarsiz Se¢im

Sayma problemlerinde dort temel se¢im tiirii vardir. Dogru formiil, sira ve tekrar
durumuna gore segilir.

|Tekrar Yok Tekrar Var

Sirali ni' n
n—r)!
Sirasiz (") ("+T_1)

T T

r

Tamim 2.5 (Tekrarli Kombinasyon) n tiir nesneden tekrar serbest olacak
bicimde r tane sirasiz se¢im yapma sayisi

("

Ornek 2.9 (Dondurma Secimi). 5 farkl dondurma tirinden toplam 8 top
secgilecek ve ayna tirden birden fazla alinabilecekse secim sayist

() =)=

Tekrarli kombinasyon formiiliiniin arkasindaki sayma argiiman, “yildiz ve
gubuk” yontemi olarak bilinir ve birgok dagitim/béliigtiirme problemine genelle-
sir.

seklindedir.

olur.

Teorem 2.9 (Yildiz ve Cubuk Yontemi). zy + a2 + - -+ + x,, = 7 denkleminin
negatif olmayan tam sayr ¢ézimlerinin sayist

-0

Kanat. v adet 6zdes yildizi, n kategoriye ayirmak i¢in n — 1 gubuk kullanilir.
Yildwizlar ve gubuklar bir satirda dizilir; toplam r + (n — 1) konumdan ¢ubuklarin
yerlegtirilecegi n — 1 konum se¢mek bir ¢ozlimii belirler. Bu secim (":ﬁ;l)

biciminde sayilir. O

olur.

Ornek 2.10 (Bonbon Dagitimi). 9 ézdes bonbon 4 cocuga, her ¢ocuga hig
verilmeyebilecek bigimde kag tirli dagitalir? Bu, x1+zo+x3+14 = 9 denkleminin

coztim sayrsidar:
94+4—-1 12
= = 220.
(3500
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Her ¢ocuga en az bir bonbon verilmesi istenirse énce her birine birer bonbon

verilir (x; > 1), kalan 5 bonbon igin (5+§_1) = (2) = 56 bulunur.

Ornek 2.11 (Kafes Yollar1). Bir 1zgarada sol alttan (O) sag iiste (H) yalniz
saga (—) ve yukary (1) advmlarla gidiliyor. m sag ve k yukart advm gerekiyorsa
toplam yol sayisi, m + k adwvmin hangilerinin “sag” oldugunu se¢mektir:

(")

Asagqrdaki 3 x 2 1zgarada (m = 3, k = 2) yol sayist (g) =10 olur.

bir yol

o

Sekil 2.2 Kafes yollari: yalniz saga ve yukar1 adimlarla O — H yol sayisi (mrtk) Iki érnek
yol gosterilmigtir.

2.8 Binom Katsayilar1 ve Binom Teoremi

Binom katsayilari, iki secenekli segimlerde kag yol oldugunu gosterir. Bernoulli
denemeleri ve binom dagilimi dogrudan bu katsayilara dayanir.

Teorem 2.10 (Binom Teoremi). n negatif olmayan tam say: olmak tzere

(a+b)" = ki_o <Z) akpnk

gecerlidir.

Kamt. (a + b)" ifadesi n parantezin carpimudir. Agilimda a*6"~* terimi, n
parantezin k tanesinden a, kalanlarindan b secilmesiyle olugur. Bu secim sayisi
() oldugundan sonug elde edilir. i

Ornek 2.12 (Binom Dagilimimin Normalizasyonu). 0 < p <1 igin

n

) (Z)p’“(l —p) = l-p)t =1

k=0

olur. Bu, binom olasiliklarinin toplaminin 1 oldugunu gésterir.
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2.9 Multinom Katsayilar:

Ikiden fazla kategori oldugunda binom katsayilar1 multinom katsayilarina genis-
ler. Bu yap1 ¢ok kategorili sayim ve multinom dagilim icin temel olusturur.

Tanim 2.6 (Multinom Katsayis1) ny + -+ n, = n ise

( n ) n!
N1, M2, ...y N nylng! - ng!

ifadesine multinom katsayis1 denir.

Teorem 2.11 (Multinom Teoremi).

n!
T+ T4z = — g,
(21 + 22 k) Z nyl-omgl 1 k
ni+-+ng=n
Kanit. n parantezin her birinden x4, ...,z terimlerinden biri segilir. Belirli sayi-
larda ny,...,nk secim yapilmigsa bu diizenlemelerin sayis1 tekrarli permiitasyon
formiiltiyle n!/(ny!- - - ng!) olur. O

Ornek 2.13 (Ug Kategorili Anket). Bir ankette cevaplar evet, hayir ve kararsiz
olsun. 20 kiside swraswyla 9, 7 ve 4 cevap gorilmesinin ka¢ farkl siraly cevap
dizisiyle olusabilecegi
20!
9I7!4!

ile saylir.

2.10 Icerme-Diglama ile Sayma

Icerme-dislama ilkesi yalmz olasilikta degil, “en az bir kisitin ihlal edilme-
digi” diizenlemeleri saymakta da giiclidiir. Tipik uygulamasi, orten (surjektif)
fonksiyonlarin ve yasakli konum problemlerinin sayimidir (Feller, 1968).

Teorem 2.12 (Orten Fonksiyon Sayis1). n elemanl kiimeden k elemanl kiimeye
tanumly orten (her hedefin en az bir kez kullamildigr) fonksiyon sayist

]Zi;)u)j (Yo
olur.

Kanat. Tiim fonksiyonlar k" tanedir. A;, 7’inci hedefin hi¢ kullanilmadig: fonk-
siyonlar olsun. Orten fonksiyonlar (), A¢’dir. Icerme-diglama ile N, A5l =
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> j(fl)j (];) (k — 7)™ elde edilir; ¢inki belirli j hedefi diglayan fonksiyonlar
(k — 7)™ tanedir. O
Ornek 2.14 (Hediye Dagitimi). 5 farkh hediye 8 ¢ocuga, her ¢ocuk en az bir

hediye alacak bicimde kag¢ tirli dagitilir? Bu, 5 elemandan 3 elemana oOrten
fonksiyon saysidir:

3 3
35— (1>25+ (2>15 =243 — 96 + 3 = 150.

2.11 Yerine Koymali ve Yerine Koymasiz Ornekleme

Ornekleme problemlerinde secilen birimin tekrar secilip secilemeyecegi énemlidir.
Yerine koymali se¢im bagimsizligi korur; yerine koymasiz se¢im bagimlilik yaratir.

Tanim 2.7 (Yerine Koymali Se¢im) Her segimden sonra segilen birim ana-
kiitleye geri konuyorsa yerine koymali se¢im yapilir. n secenekten r sirali segim
sayis1 n” olur.

Tanim 2.8 (Yerine Koymasiz Sec¢im) Segilen birim tekrar segilemiyorsa
yerine koymasiz segim yapilir. Sirali segim sayis1 P(n, ), sirasiz se¢im sayisi (’;)
olur.

Ornek 2.15 (Kart Cekimi). 52 karthk desteden 5 karthk el segiliyorsa sira
onemli degildir ve yerine koymasiz secim vardwr. Tum el sayist

(5)

olur.

2.12 Olasilik Problemlerinde Sayma

Kombinatorik analiz olasilik hesabina dogrudan uygulanir. Once 6rnek uzay
sayilir, sonra olayin uygun sonuglar: sayilir ve oran alinir.

Ornek 2.16 (Pokerde Ayni Tiirden Bes Kart). 52 karthk desteden 5 kartlik el

secilsin. Ttim el sayist (552) olur. Ayna tirden bes kart igin once 4 tirden biri

secilir, sonra o tirden 5 kart segilir:

4<153>.

Olasilik
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seklindedir.

Ornek 2.17 (Hipergeometrik Mantik). Bir kutuda 8 saglam ve 2 kusurlu dirin
olsun. ladesiz 3 diriin segildiginde tam 1 kusurlu gelme olasilig

() )
10
(5)
olur. Bu yapr hipergeometrik dagiliman temelidir.

Ornek 2.18 (Full House Olasihg1). Pokerde “full house” (bir dederden g,
baska bir dejerden iki kart) olasiliginy hesaplayalim. Ugliindin degeri 13 tiirden,
kartlar (g) ; tkilinin degeri kalan 12 tirden, kartlar (;) biciminde segilir:

13(3) -12(5
P(full house) = (3252> (2) = 2539249460 ~ 0.00144.

5

Ornek 2.19 (Sayisal Loto). 49 saydan 6’sunn cekildigi bir loto oyununda,
oynanan tek kuponun tam k saiyn tutturma olasiligy hipergeometrik bicimdedir:

(05
)

Altsy sayinin tamamane tutturma olasilige 1/(469) =1/13983816 olur.

P(k tutturma) =

2.13 Dagilimlara Hazirlik: Binom ve Hipergeometrik Yapi

Kombinatorik analiz baz1 6zel dagilimlarin neden bu formda oldugunu agiklar.
Binom dagilimi bagimsiz Bernoulli dizilerindeki bagar1 konumlarini, hiperge-
ometrik dagilim ise iadesiz secimde bagarilarin 6rneklem igindeki yerlegimini
sayar.

Teorem 2.13 (Binom Olasiiginin Sayma Yorumu). Bagimsiz n Bernoulli
denemesinde basari olasiligr p olsun. Tam k basar: olasilign

(Z)p’“(l —p)" "

seklindedir.

Kanat. Tam k basar: iceren dizilerin sayisi (Z) olur. Her belirli dizinin olasilig
bagimsizlikla p*(1 — p)"~* oldugundan sonug elde edilir. O
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Teorem 2.14 (Hipergeometrik Olasihigin Sayma Yorumu). N birimde K basart
bulunsun. Iadesiz n secimde x basar: elde etme olasilige

() (=)
(%)
seklindedir.

Kanit. Payda tiim n birimlik 6rneklem sayisidir. Payda ise K bagaridan z
tanesini ve N — K basarisizdan n — x tanesini segme sayisi vardir. Eg olasilikli
secimde oran olasilig1 verir. a

Uciincii temel sayma temelli yap, sabit sayida basariya ulasana kadar gereken
deneme sayisini sayar. Bu, negatif binom (Pascal) dagiliminin kombinatorik
temelidir.

Teorem 2.15 (Negatif Binom Olasiliginin Sayma Yorumu). Bagimsiz Bernoulli
denemelerinde basary olasilige p olsun. r’inci basarinin tam n’inci denemede

gerceklesmesi olasilign
n—1
T 1 _ n—r
(r B 1)p (1-p)

Kamit. n’inci deneme bagar1 olmalidir (olasilik p). Onceki n — 1 deneme iginde
tam r — 1 bagar1 bulunmalidir; bu basarilarin konumlar: (f:i) bigiminde segilir

olur.

ve her belirli dizinin olasihg p"~1(1 — p)"~"dir. Carpim sonucu verir. a

Ornek 2.20 (Uciincii Basariya Kadar). Basar: olasiluge p = 0.4 olan deneme-
lerde ti¢iinci basarinin tam 5. denemede gelmesi olasilign

4
<2> (0.4)3(0.6)> = 6 - 0.064 - 0.36 ~ 0.138.

2.14 Ornek Veri Tablosu ve Yazilim Co6ziimleri

Asgagidaki tablo, dort temel se¢im modelini kii¢lik bir érnek iizerinden kargilag-
tirir. m = 5 nesneden 7 = 3 se¢im yapilsin.

Secim Tiirt |F0rmiil|De§er
Sirali, tekrarsiz | P(5,3)| 60
Sirali, tekrarh 53 125

Sirasiz, tekrarsiz (5) 10
Sirasiz, tekrarh (3) 35
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choose (5, 3)

factorial(5) / factorial(5 - 3)
573

choose(5 + 3 - 1, 3)

Python Coziimii

from math import comb, factorial

n, r=5,3

sirali_tekrarsiz = factorial(n) // factorial(n-r)
sirali_tekrarli = n**r

sirasiz_tekrarsiz = comb(n, r)

sirasiz_tekrarli = comb(n+r-1, r)

print(sirali_tekrarsiz, sirali_tekrarli)
print(sirasiz_tekrarsiz, sirasiz_tekrarli)

2.15 Gorsellestirme ve Grafikler

Binom katsayilar1 Pascal iiggeni {izerinde goriilebilir. Her satirdaki katsayilar
(a 4+ b)™ agihmimin katsayilaridir.

from math import comb
for n in range(8):

row = [comb(n, k) for k in range(n + 1)]
print (row)

Dikkat: Kavram Yanilgisi
Sayma problemlerinde en sik hata, sira ve tekrar bilgisini ayn1 anda kontrol
etmemektir. “Seciliyor” ifadesi tek bagina kombinasyon anlamina gelmez;
se¢im sirasi kaydediliyorsa permiitasyon, secgilen nesne tekrar havuza donii-
yorsa tekrarli segim modeli gerekir.

Kendini Dene:
Ara Kontrol: Beg farkli kitap ti¢ rafa yerlegtiriliyor. Raflarin bog kalmasima
izin veriliyorsa bu problem neden yildiz—¢ubuk degil, 6énce kitaplarin raf
secimi problemidir?
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2.16 Boliim Sonu Co6ziimlii Problemler

1. 8 kisiden bagkan, bagkan yardimcisi ve sekreter secilecektir. Kag farkli se¢im
yapilabilir?
Coziim. Gorevler farkh oldugu igin sira 6nemlidir:

P(8,3) =8-7-6=336.

2. 10 kisgiden 4 Kkisilik bir ekip segilecektir. Kag farkl ekip vardir?
Cozilim. Sira 6nemli degildir:
10
= 210.
(v)

3. 6 harfli, her konumunda 29 harften biri kullanilabilen ve tekrar serbest olan
kag parola vardir?
Coziim. Her konum i¢in 29 segenek vardir:

299,

4. “MARMARA?” kelimesindeki harflerin kag farkli diziligi vardir?
Coziim. Toplam 7 harf vardir. A harfi 3, M harfi 2, R harfi 2 kez gecer:

7!

g~ 210

5. 52 kartlik desteden 5 kart segiliyor. Tam 2 as gelme olasiligini yazin.
Coziim. Toplam el sayisi (552) olur. 4 astan 2’si ve as olmayan 48 karttan

3’1 segilir:
B
(5)
6. 12 diriiniin 3’ kusurludur. Tadesiz 4 {iriin secildiginde hi¢ kusurlu gelmeme

olasiligr nedir?
Coziim. 9 saglam iiriinden 4’1 segilmelidir:

9
)
12y
(1)
7. 10 6zdes bilgisayar 4 farkli boliime, bir boliim bos kalabilecek bigimde kag
turla dagitilir?
Coziim. Yildiz—¢ubuk: 1 + - - - + z4 = 10 ¢6zlim sayis1

10+4-1 13
= = 286.
()=

8. (8) + (?) 4+ (Z) = 2" oldugunu sayma argiimaniyla agiklayin.
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10.

11.

2.

Coziim. n elemanh kiimenin tiim alt kiimeleri biiyiikliige gére ), (Z),
eleman bazinda “iginde/diginda” secimiyle 2" sayihr. Iki sayim esittir.

Bir 4 x 3 1zgarada sol alttan sag iiste yalniz saga ve yukar: adimlarla kag
yol vardir?

Coziim. 4 sag ve 3 yukar1 adim gerekir:

(1))

7 kisi yuvarlak bir masaya oturacak; iki belirli kigi yan yana oturmayacaktir.
Kag diizen vardir?

Coziim. Tiim dairesel diizen (7 — 1)! = 720. Iki kisinin yan yana oldugu
diizen (6 — 1)! - 2! = 240. Istenen: 720 — 240 = 480.

6 farkli mektup 3 farkli posta kutusuna, her kutuya en az bir mektup
diisecek bigimde kag tirli atilir?

Coziim. Orten fonksiyon sayisi:

36— G’) 20 + (3)16 =729 — 192 4 3 = 540.

17 Boliim Sonu Aligtirmalar:

Bu aligtirmalar, sira—tekrar ayrimini, temel sayma ilkelerini ve kombinatorik
olasilik hesaplarini pekistirmek igin ti¢ diizeyde diizenlenmigtir. Cevaplar ve kisa
¢oztim ipuglar Ekler boliimiindeki Cevap Anahtari’nda verilmigtir.

Temel Diizey

B1.
B2.

B3.

B4.

B5

7 farkl kitaptan 3’1 bir rafa siralanacaktir. Kag farkli siralama yapilabilir?
12 6grenciden 5 kisilik bir ¢aligma grubu segilecektir. Kag farkli grup segile-
bilir?

4 basamakli ve her basamagi 0-9 arasindan segilen, tekrarin serbest oldugu
kag sifre vardir?

“ANANAS” kelimesindeki harflerin kag farkh diziligi vardir?

. Bir meniide 3 corba, 5 ana yemek ve 4 tatli vardir. Her kategoriden bir
secim yapilarak kag farkli menii olusturulabilir?
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Orta Diizey

I1.
12.

I3.

I4.

I5.

52 kartlik desteden 5 kart segiliyor. Tam 3 kupa gelme olasiligini yaziniz.
9 farkli oyuncudan 4 kisilik bir ekip segilip ekip i¢inde bir kaptan belirlene-
cektir. Kac farkli sonug vardir?

8 dzdes kalem 3 farkh 6grenciye, her 6grenci en az bir kalem alacak bigimde
kag tiirli dagitilir?

Bir 5 x 4 1zgarada sol alttan sag liste yalniz saga ve yukar1 adimlarla kag
yol vardir?

10 iiriiniin 2’si kusurludur. Iadesiz 3 iiriin secildiginde tam 1 kusurlu iiriin
gelme olasiligini bulunuz.

Ileri Diizey

Al

A2.

A3.
Ad.

A5.

2.

. 8 kisi yuvarlak bir masaya oturacaktir. Iki belirli kisi yan yana oturacaksa
kag dairesel diizen vardir?
7 farkli gorev 3 farklh kisiye, her kisiye en az bir gorev diigecek bicimde kag
tirld dagitilir?
(r +y + 2)% acihminda 2%y32 teriminin katsayisin1 bulunuz.
20 kigilik bir gruptan 6 kisilik komite seciliyor. ki belirli kisinin birlikte
komitede yer alma olasiligini hesaplayiniz.

=0 k(Z) = n2""! zdesligini sayma argiimaniyla agiklaymiz.

18 Kaynak Notu

Bu béliimdeki sayma ilkeleri, permiitasyon, kombinasyon, binom teoremi, multi-
nom katsayilar1 ve olasiliga uygulamalari; Feller (1968), Ross (2019), Grinstead

ve

Snell (1997), Hogg, McKean ve Craig (2019) ve Montgomery ve Runger (2018)

gibi klasik olasilik ve istatistik kaynaklarinda kullanilan standart kombinatorik
gergeveyle uyumludur.

Ozet:

Kombinatorik analiz, sonlu 6rnek uzaylar1 dogru saymanin yontemidir.
Toplama kurali alternatifleri, carpma kurali ardigik segimleri sayar. Permii-
tasyon sirali se¢imlerde, kombinasyon sirasiz se¢imlerde kullanilir. Tekrarh
secimler ayri formiiller gerektirir. Binom ve multinom katsayilar1 ¢ok sayida
olasilik modelinin temelidir. Binom ve hipergeometrik dagilimlar, kombina-
torik saymanin dogrudan olasilik dagilimlarina déniigmiis bigcimleridir.




Bolim 3
Rassal Degiskenler ve Dagilimlar

3.1 Gergek Diinya Problemi (Giris)

Bir iiretim hattinda bir giinde ¢ikan kusurlu parca sayisi, bir web sitesinin
dakika bagina ziyaretgi sayisi, bir sigorta miigterisinin yillik hasar tutar1 veya bir
Ogrencinin simav puani farkh tiirden belirsizliklerdir. Bu belirsizlikleri dogrudan

ornek uzay tizerinde tartigmak c¢ogu zaman zordur. Rassal degisken, deney

sonucunu sayisal bir biiyiikliige doniigtiirerek olasilik modelini hesaplanabilir
héle getirir.

Bu Boliim Ne Saglar?

Bu boéliim, olay temelli olasilik dilinden rassal degisken ve dagilim diline
gecisi saglar. Once rassal degisken ve dagiim fonksiyonu tanimlanir; ar-
dindan kesikli ve siirekli degigkenler, beklenen deger, varyans, momentler,
gosterge degiskenleri, olasilik iireten fonksiyonlar ve temel kesikli dagihmlar
sistematik bigimde ele alinir.

Amag ve Ogrenme Ciktilar
Bu boliimiin sonunda okuyucu

rassal degiskeni 6l¢iilebilir bir fonksiyon olarak yorumlayabilir,
dagilim fonksiyonunun temel 6zelliklerini ve aralik olasiliklarini kulla-
nabilir,

kesikli ve siirekli dagilimlar: ayirt edebilir,

beklenen deger, varyans ve momentleri hesaplayabilir,

gosterge degiskenleri ve olasilik tireten fonksiyonlarla sayma problemle-
rini ¢6zebilir,

Bernoulli, binom, geometrik, hipergeometrik ve Poisson gibi temel
kesikli modelleri uygun baglama yerlestirebilir.

39
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3.2 Rassal Degisken Kavrami

Rassal degisken, rassal deneyin sonucunu sayisal bir degere doniistiiren fonksi-
yondur. Boylece olaylarin dili sayisal degiskenlerin dagilim diline gevrilir. Bu
yaklagim hem klasik olasilik metinlerinde hem de modern 6l¢ii temelli anlatimda
merkezi konumdadir (Capinski & Kopp, 2004; Hogg et al., 2019; Kolmogorov,
1956; Ross, 2019).

Tamim 3.1 (Rassal Degisken) (2, F,P) bir olasilik uzay1 olsun. Gergek
degerli bir fonksiyon X : 2 — R i¢in her € R altinda

{w: X(w)<z}eF
ise X bir rassal degigkendir.

Tanmim 3.2 (Rassal Degiskenin Urettigi Olay) X rassal degiskeni icin
{X <z}, {a < X <b} ve {X € B} gibi kiimeler olaydir. Olasilik hesabi bu
olaylar tizerinden yapilir.

Ornek 3.1 (Iki Zarm Toplami). ki zar atilsin ve X gelen saylarin toplama
olsun. Ornek uzay 36 swral ¢iftten olusur; fakat X yalmiz 2,3, ...,12 degerlerini
alir. Boylece deney sonucu bir sayisal degiskene dondistiriliir.

Ornek 3.2 (Miihendislik Olgiimii). Bir makinede tiretilen milin capy l¢iiliiyorsa
X c¢ap degerini temsil eden rassal degiskendir. {X > 10.05} olay:, milin st
sartname sinirina agmasider.

3.3 Dagilim Fonksiyonu

Bir rassal degigskenin dagilimi, hangi degerleri hangi olasiliklarla aldigini belirtir.
Biitiin rassal degigkenler icin ortak ve en genel temsil dagilim fonksiyonudur
(Hsu, 1997; Kolmogorov, 1956).

Tanim 3.3 (Dagilim Fonksiyonu) Bir rassal degigken X i¢in
Fx(z) = P(X <ux), zeR
fonksiyonuna X’in kiimiilatif dagilim fonksiyonu denir.

Teorem 3.1 (Dagilim Fonksiyonunun Temel Ozellikleri) Her dagilim
fonksiyonu F i¢cin su dzellikler gecerlidir:

1. F azalmayandar.
2. lim, oo F(x) =0 ve lim, o F(z) = 1.
3. F sagdan streklidir.
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Kamit. z <y ise {X <z} C {X <y} oldugundan monotonluk F(z) < F(y)
verir. Ug limitler, {X < z} olaylarmin @ — —oo altinda bog olaya, x — oo
altinda tiim Ornek uzaya yaklagmasindan gelir. Sagdan sureklilik ise olasilik
Ol¢iisiinlin azalan olay dizileri altinda stireklilik 6zelliginin uygulanmasidir. O

Teorem 3.2 (Aralik Olasilig1) Her a < b igin
Pla< X <b)=Fx(b) — Fx(a)
olur.

Kanat. {X < b} olay1 ayrik bigimde {X < a} ve {a < X < b} olaylarinin
birlegimidir. Dolayisiyla

Fx(b) = Fx(a) + P(a < X <b).
Diizenleme sonucu verir. O

Tanmim 3.4 (Sigrama Biiyiikliigii) Dagilim fonksiyonunun z noktasindaki
sicrama biiyiikligi
Fx(z) — Fx(z7)

ile tamimlanir ve bu deger P(X = x) olasihgina esittir.
Ornek 3.3 (Sagdan Kapah Aralik). F(1) = 0.40 ve F(3) = 0.85 ise
P(1<X <3)=0.85—-0.40=0.45

olur.

Bekleme siireleri ve guvenilirlik analizinde, dagilim fonksiyonu yerine onun
tiimleyeni olan sag kalim (survival) fonksiyonu daha dogal bir aractir.

Tamm 3.5 (Sag Kalim Fonksiyonu) Bir rassal degisken X i¢gin
Sx(z)=P(X >z)=1- Fx(x)

fonksiyonuna sag kalim fonksiyonu denir. Azalmayan F’ye karsilik S azalandir;
S(—o00) =1, S(c0) = 0 olur.

Teorem 3.3 (Negatif Olmayan Degiskende Kuyruk Toplami Formiilii)
X > 0 tam sayr dejerli ise E[X] = 21;“;1 P(X > k); X > 0 strekli ise
E[X] = [;° P(X > z)dx olur.

Kamit. Tam say1 durumunda X = Y 7o, 1{X > k} yazlr; beklenti alimp
El{X > k}] = P(X > k) kullamlr. Sirekli durumda X = [ 1{X >
2} dx 6zdegliginin beklentisi alinir ve Tonelli teoremiyle integral ile beklenti yer
degigtirir. a
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Ornek 3.4 (Karma Tip Dagihm Fonksiyonu). Bir bekleme siiresi X, 1/3
olasilikla ananda (X = 0) hizmet alsin; aksi hdlde Uniform(0,2) dagulsin. CDF

0, z <0,
Flz)=q3+2-%2 0<z<2,
1 x> 2

)

olup x = 0’da 1/3 biyikliginde sigrama, (0,2) dzerinde ise diz bir yogunluk
parcasy gerir.

wp—

02da, Kitle. (94 2)'de yogunluk

xT

Sekil 3.1 Karma tip dagilim fonksiyonu: bir noktada sigrama (kiitle) ve bir aralikta siirekli
artig (yogunluk) bir arada bulunur.

3.4 Kesikli Rassal Degiskenler

Kesikli rassal degiskenler sonlu veya sayilabilir sayida deger alir. Bu durumda
dagilim, olasilik kiitle fonksiyonu ile verilir (Grinstead & Snell, 1997; Hogg et
al., 2019; Ross, 2019).

Tanim 3.6 (Olasilik Kiitle Fonksiyonu) X sayilabilir bir S kiimesinde deger
aliyorsa
px(e)=P(X =2), ze€S

fonksiyonuna olasilik kiitle fonksiyonu denir. Bu fonksiyon

px(z) 20, Y px(e)=1

zeS

kosullarini saglar.
Teorem 3.4 (Kesikli Degiskende Olay Olasilig1) X kesikli ve A C S ise

P(XeA)= pr(a:)

z€A
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olur.

Kamit. {X € A} olayr ayrik bigimde (J, . ,{X = 2} olarak yazilir. Sayilabilir
toplamsallik dogrudan sonucu verir. a

Ornek 3.5 (iki Zarm Toplami). ki zarmn toplam: X olsun. P(X =
7)) = 6/36 olur; c¢inki 7 toplamwny veren altr swraly sonu¢ vardr:
(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2), (6,1).

3.5 Siirekli Rassal Degiskenler

Stirekli rassal degigkenlerde tek tek nokta olasiliklar: cogu zaman sifirdir; olasilik
araliklar tizerinde yogunluk integraliyle hesaplanir (Hogg et al., 2019; Ross,
2019).

Tamm 3.7 (Olasilik Yogunluk Fonksiyonu) X rassal degigkeni i¢in negatif
olmayan bir fx fonksiyonu

Fx@) = [ " pxtdi

kogulunu saghyorsa fx fonksiyonuna X'in olasilik yogunluk fonksiyonu denir.

Teorem 3.5 (Siirekli Degiskende Aralik Olasiligl) Yogunlugu fx olan
stirekli bir X ig¢in

Pla< X <b) = /be(a:)dx
olur.
Kanat. Dagilim fonksiyonu tanimindan
Pla <X <b)=Fx(b) — Fx(a)

yazilir. Yogunluk temsili yerine konursa

Fx<b>—FX<a>=/_;fxmdx—/_;fx(w)dx=/:fx<w>dw

elde edilir. O

Teorem 3.6 (Siirekli Degiskende Tek Nokta Olasiligl) Yogunlugu olan
bir rassal degisken i¢cin her a degerinde

olur.
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Kanat. Tek nokta olasilig
P(X:a):P(anga):/ fx(@)dz =0

olarak hesaplanir. ]

Ornek 3.6 (Ustel Bekleme Siiresi). f(z) = 2¢72%, x > 0 yogunlujuna sahip
bir bekleme siirest icin

2
P(1<X§2):/ 2¢ 2 dy =e 2 -t
1

olur.

3.6 Karma Tip Dagilimlar ve Model Secimi

Gergek veri her zaman tamamen kesikli veya tamamen siirekli olmayabilir.
Bir degigken belirli bir noktada pozitif olasilik tasiyip kalan bolgede siirekli
yogunluga sahip olabilir. Miihendislik ve giivenilirlik problemlerinde bu tiir
karma modeller sik goriiliir (Soong, 2004).

Tanim 3.8 (Karma Tip Dagilim) Bir rassal degigskenin dagilimi hem baz
noktalarda sigrama olasiligi hem de bazi araliklarda yogunluk igeriyorsa karma
tip dagilim s6z konusudur.

Ornek 3.7 (Sifirda Bekleme ve Siirekli Gecikme). Bir sistemde miisterilerin
bir kismu hi¢ beklemeden hizmete alinabilir; bekleyen miisteriler i¢in bekleme
stiresi stirekli olabilir. Bu durumda X = 0 noktasinda pozitif olasilik, x > 0 igin
yogunluk vardr.

Veri yapisi Uygun dagihm dili ~ Ornek

Tki sonug Bernoulli Kusurlu/kusursuz
Bagar sayis1 Binom 20 trtinde kusurlu sayisi
Ik bagariya kadar bekleme Geometrik Ik satisa kadar arama
Yerine koymadan segim Hipergeometrik Partiden kusurlu se¢imi
Nadir olay sayis1 Poisson Dakikadaki ¢agri sayisi

Strekli 6lgim Yogunluk fonksiyonu Mil ¢ap: veya 6miir
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3.7 Beklenen Deger, Varyans ve Momentler

Dagilimin tamami ayrintili bilgi verir; fakat uygulamada ¢ogu zaman merkezi
egilim ve yayilim Ozetleri gerekir. Beklenen deger dagilimin agirlik merkezini,
varyans ise ortalama etrafindaki yayilimi élger (Hogg et al., 2019; Ross, 2019).

Tamim 3.9 (Beklenen Deger) Kesikli durumda
EX] = prx(x)
x

ve sturekli durumda

E[X] = /OO xfx(x)dx

—00

olarak tanimlanir; toplam veya integral mutlak yakinsak oldugunda beklenti
vardir.

Tanim 3.10 (Varyans ve Standart Sapma) E[X] = u ise
Var(X) = E[(X — p)?)
olarak tanimlanir. Standart sapma +/Var(X) degeridir.
Teorem 3.7 (Varyansin Hesaplama Formiilii) Tkinci moment sonlu ise
Var(X) = E[X?] - {E[X]}?

olur.
Kanit. p = E[X] olsun. Kare agilimu ile

EI(X — 10?] = E[X? — 23X + 1] = E[X?] — 2uB[X] + 4 = B[X?] — 4
sonucu elde edilir. O

Tanim 3.11 (Moment) k pozitif tam say1 olmak iizere E[X*] degerine k’inci
ham moment denir. E[(X — u)*] ise k’inci merkezi momenttir.

Ornek 3.8 (Bernoulli Degiskeninin Ortalama ve Varyansi). X ~ Bernoulli(p)
ise E[X] = p ve E[X?] = p olur. Bu nedenle

Var(X) =p —p* = p(1 - p)
bulunur.

Beklentinin iki temel 6zelligi, hesaplarin biiyiik kismini tagir: bir fonksiyo-
nun beklentisini dagilimi yeniden hesaplamadan bulmay: saglayan “bilingsiz
istatistik¢i yasas1” ve toplamlarin beklentisini ayrigtiran dogrusallik.
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Teorem 3.8 (Bilingsiz Istatistik¢i Yasas1 (LOTUS)) g bir fonksiyon olsun.

Kesikli durumda
Elg(X)] = g(z)px(z),

stirekli durumda
Blo(0)) = [ gla) fx(o) ds

olur (ilgili toplam /integral mutlak yakinsadiginda).

Kamit. Kesikli durumda g(X)’in aldign her y degeri i¢in P(g(X) = y) =
Zx:g(w):y px (z) yazilir. Beklenti tammmda 3 y P(g(X) = y) ifadesi, icteki
toplamla birlegtirilince ) g(z)px(z) bi¢imine gelir. Stirekli durum benzer
bi¢imde 6l¢ii degisimiyle elde edilir. ad

Teorem 3.9 (Beklentinin Dogrusalligi ve Varyansin Olgeklenmesi) Bek-
lentileri sonlu X,Y wve sabitler a,b icin

ElaX 4+ bY] = aE[X] + bE[Y], Var(aX + b) = a® Var(X).
Dogrusallik bagimsizlvk gerektirmez.

Kanit. Dogrusallik, toplam/integralin dogrusalligindan ¢ikar ve ortak dagilim
iizerinden aX + bY degerlerinin agirlikli toplami olarak yazilir. Varyans icin
Var(aX +b) = E[(aX + b — au — b)?] = E[a*(X — p)?] = a® Var(X) olur; sabit
b yayilimi degistirmez. O

Ornek 3.9 (Standartlastirma). E[X] = u, Var(X) = o2 > 0 olsun. Z =
(X — p)/o degiskeni i¢in dogrusallik ve dlgekleme kuralindan E[Z] = 0 wve
Var(Z) = 02/0? = 1 bulunur. Standartlastirma, farkh Gleekteki degiskenleri
ortak bir tabana tagir.

Ortalama ve varyans bir dagilimi tam betimlemez. Dagilimin asimetrisi ve
kuyruk agirhgi, iigiincii ve dérdiincii standartlagtirilmig momentlerle 6lgiiliir.

Tanim 3.12 (Garpiklik ve Basiklik) y = E[X] ve 02 = Var(X) olsun.

Carpiklik ve basiklik
X - u\? X\ 4
(5] sl (5]
o o

ile tanimlanir. v; > 0 saga carpik, 71 < 0 sola carpik dagilimi; 9 ise normal
dagilimin degeri olan 3 ile karsilagtirilarak kuyruk agirligini gosterir.

nm=~F

Ornek 3.10 (Poisson Carpikhigi). X ~ Poisson()\) igin v1 = 1/v/A olur. A
biiytidikee carpiklik azalir ve dagilvm giderek simetrik (normale yakin) hale gelir;
bu, Poisson’un biiyiik \’da normal yaklasiminin nicel gostergesidir.
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P(X = k)

- - - -

Sekil 3.2 Poisson PMF’leri: kiigiik A’da dagilim saga carpikken, biiylik A’da simetriklegir
ve normale yaklagir.
Teorem 3.10 (Markov Esitsizligi (On izleme)) X >0 ve a > 0 ise

EX]

P(X >a) <

Kanit. a1{X > a} < X oldugundan beklenti ahminca aP(X > a) < E[X] olur;
a’ya boliniir. Bu egitsizlik, yalniz ortalamay1 kullanarak kuyruk olasiligina siir
verir ve Chebyshev egitsizliginin temelidir. a

3.8 Gosterge Degiskenleri ve Sayma

Gosterge degigkenleri sayma problemlerini beklenti hesabina doniigtiirir. Bu
teknik olasilik ve istatistikte gok kullamlir (Bertsekas & Tsitsiklis, 2008; Ross,
2019).

Tanim 3.13 (Gosterge Rassal Degigkeni) Bir A olay igin

1, weA,
IA(W){O wé¢ A

bi¢giminde tanimlanan degiskene A olayimin gosterge degiskeni denir.

Teorem 3.11 (Gostergenin Beklenen Degeri) Her A olay: i¢in
Bll4] = P(A)

olur.

Kanat. 14 yalniz 0 ve 1 degerlerini alir. Bu nedenle

E[IA}:1-P(IA:1)+0-P([A:0):P<A)
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olur. O

Ornek 3.11 (Kusurlu Sayisi). n dirinde I; degiskeni i’inci tiriin kusurluysa 1,
degilse 0 olsun. Toplam kusurlu sayist

X=L+ - +1I,

seklinde yazilir. Beklentinin dogrusalligu ile E[X] =", P(I; = 1) bulunur.

Ornek 3.12 (Kupon Toplayici Problemi). N farkl kupon tiiri olsun; her
satin almada es olasilikla bir tir gelir. Tium tirleri toplamak i¢in gereken
alis sayrst T 'nin beklenen degerini gosterge—bekleme teknigiyle bulalim. T =
Ty 4+ Ts + -+ Tn yaznhr; burada T;, © — 1 tir toplanmasken yeni bir tiri
yakalamak igin gereken ek als saypsidur. Yeni tir gelme olasiige (N —i+1)/N
oldugundan T; geometriktir ve E[T;] = N/(N —i+ 1) olur. Dogrusallikla

YN 1
=1

j=1

burada Hy harmonik sayr, v ~ 0.5772 Euler sabitidir. Ornegin N = 50 icin
E[T] =~ 225 alis gerekir (Ross, 2019).

3.9 Olasilik Ureten Fonksiyon

Negatif olmayan tam say1 degerli rassal degiskenlerde olasilik tireten fonksiyon,
dagilimi tek bir fonksiyonda toplar. Ozellikle toplamlar ve momentler icin
yararhdir (Mukhopadhyay, 2000; Ross, 2019).

Tanmim 3.14 (Olasilik Ureten Fonksiyon) X = 0,1,2,... degerlerini alan
bir rassal degisken icin

oo

Gx(s) = E[s*] = ZP(X = k)s"
k=0
fonksiyonuna olasilik iireten fonksiyon denir.

Teorem 3.12 (PGF’den Olasiliklarin Elde Edilmesi) Gx(s) = Y, prs®
ise
k
_ G
Pr = Il

olur.

Kansit. Kuvvet serisinin katsayilar tekildir. Gx fonksiyonunun k kez tiirevi

alimip s = 0 yazildiginda yalnmiz K’inci katsay1 kalir ve Gg];)(O) = klpy elde
edilir. 0
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Ornek 3.13 (Poisson PGF). X ~ Poisson()\) ise
Gx(s) =exp{A(s—1)}
olur. Bu fonksiyon, bagimsiz Poisson toplamlarinin yine Poisson dagilimly oldu-
gunu hizlica gostermekte kullanalor.
Teorem 3.13 (PGF ile Moment ve Toplam) Gx tirevlenebilir olsun. O
hilde E[X] = G (1) ve E[X (X —1)] = G% (1) olur. Ayrica X ile Y bagimsizsa
Gx+y(8) = GX (S) Gy(s)

Kanat. Seri terim terim tiirevlenip s = 1 konuldugunda G’y (1) = >~ kpi =
E[X] ve G (1) = >, k(k — 1)p, = E[X(X — 1)] cikar. Bagimsizlik altinda
E[sXTY] = E[s*]E[sY] oldugundan carpim kurali elde edilir. O
Ornek 3.14 (Bagimsiz Poisson Toplami). X ~ Poisson(\) ve Y ~ Poisson(u)

bagimsizsa

Gy (s) = MEDels=1) — (Otm(s=1),

yani X +Y ~ Poisson(A+ p) olur. PGF’nin ¢arpim ézelligi toplaman dagilimina
aninda verir.

3.10 Moment Ureten Fonksiyon

Olasilik iireten fonksiyon yalniz tam say1 degerli degiskenler i¢in tamimhdir.
Siirekli degiskenler déhil daha genel bir arag, moment {ireten fonksiyondur
(MGF). Momentleri tek bir fonksiyondan iiretir ve dagihmlar: tek bigimde
belirler (Casella & Berger, 2002; Hogg et al., 2019).

Tanmim 3.15 (Moment Ureten Fonksiyon) Bir rassal degisken X igin 0
etrafinda bir aralikta sonlu olmak tizere

Mx () = Ble¥]

fonksiyonuna moment iireten fonksiyon denir.

Teorem 3.14 (MGF’den Moment Uretimi) My (t) sifir komsulugunda
sonlu ise her k icin E[X*] vardir ve

BIX*) = M (0)

olur.

Kamit. X = Zkzothk/k! agihminin  beklentisi ahmirsa Mx(t) =
> k>0 E[XF)t*/k! elde edilir. Bu kuvvet serisinde t* katsayisi E[X*]/k!
oldugundan k’inci tiirev sifirda E[X*] verir. O
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Teorem 3.15 (MGF’nin Tekligi ve Toplam Ozelligi) ki dejiskenin
MGFleri bir sifir komsulugunda c¢akisiyorsa dagilimlary aymader. Ayrica X
ile Y bagimsizsa Mx vy (t) = Mx (t)My (t) olur.

Kanat. Teklik, MGF’nin Laplace dontigtimiiyle iligkisinden ve doniigiimiin ter-
sinin tek olmasindan gelir (ileri diizey ispat 6l¢ii kuram gerektirir). Toplam
ozelligi i¢in bagimsizhik altinda E[e!X+Y)] = E[e!X]|E[e!] yazilir. O

Ornek 3.15 (Ustel Dagilimm MGF’si). X distel(\) ise t < \ igin

Mx(t) = / e re M dx = %
0 —

Tiirevlerden E[X] = M'(0) = 1/X ve E[X?] = M"(0) = 2/)2, dolayswyla
Var(X) = 1/A? bulunur.

3.11 Temel Kesikli Dagilimlar

Rassal degigskenleri modellemede bazi dagilimlar tekrar tekrar kargimiza cikar.
Dagilim se¢imi, verinin deney yapisina baghdir.

Tanim 3.16 (Bernoulli Dagilimi) X yalniz 0 ve 1 degerlerini aliyor ve
P(X =1)=pise X ~ Bernoulli(p) denir.

Tanim 3.17 (Binom Dagilimi) n bagimsiz Bernoulli(p) denemesindeki bagar

say1s1

X ~Bin(n,p), P(X =k) = (Z)pk(l e

dagilimina sahiptir.

Teorem 3.16 (Binom Dagilimimin Ortalamasi ve Varyansi)
X ~ Bin(n, p) ise

E[X]=np,  Var(X)=mnp(l-p)
olur.

Kanit. X = I + -+ + I, biciminde yazilir; burada I; bagimsiz Bernoulli(p)
degigkenleridir. Beklentinin dogrusalligi E[X] = np verir. Bagimsizlik nedeniyle
varyanslar toplanir ve Var(X) = np(1 — p) olur. O

Tamim 3.18 (Geometrik Dagilim) Bagimsiz Bernoulli denemelerinde ilk
bagarinin geldigi deneme sayis1 X ise

P(X =k)=(1-p)*1p, k=1,2,...

bi¢imindeki dagilima geometrik dagilim denir.
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Teorem 3.17 (Geometrik Dagilimin Beklenen Degeri) X ~ Geom(p) ise

olur.
Kamat. |r| < 1igin Y0, krk=1 =1/(1 —r)? esitligi kullanilir. r = 1 — p alinirsa

oo

_ 11
EX]=) k(-p*'p=p5 ==
k=1 p p

olur. O

Tamim 3.19 (Hipergeometrik Dagilim) N elemanli bir kitlenin M tanesi
basar1 tiiriinde olsun. Yerine koymadan n eleman secildiginde bagari sayisi X

icin
() (=)
P(X — :Z:) — X n—=r
()
dagilimi hipergeometrik dagilimdir.

Teorem 3.18 (Hipergeometrik Dagilimin Ortalamasi)) X — ~
Hipergeom(N, M,n) ise

olur.

Kanat. Secilen n konum igin I; gostergesi, i’inci se¢imin bagar1 tiiriinden olup
olmadigini gostersin. X = I + - -+ + I,, yazilir. Simetri nedeniyle E[I;] = M /N
olur. Beklentinin dogrusaligindan E[X] =nM/N elde edilir. O

Tanim 3.20 (Poisson Dagilimi) A > 0 igin

—_ —A)‘k

P(X=k)=e?7, k=012,

ise X ~ Poisson(A) denir.

Teorem 3.19 (Geometrik Dagilimin Hafizasizligl) X ~ Geom(p) ise her
m,n > 0 i¢cin
P(X>m+n]|X >m)=P(X >n).

Kesikli dagilimlar i¢inde bu ézelligi yalniz geometrik dagilim tagir.

Kamt. P(X > k) = (1 — p)* olur. O halde

(1—pmtn
(1—p)m

Gegmis bagarisizliklar gelecekteki bekleyisi etkilemez. a

P(X>m+n|X >m)= =(1-p)"=P(X >n).
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Teorem 3.20 (Poisson Dagiliminin Ortalamasi ve Varyansi) X ~
Poisson(A) ise E[X] = Var(X) = A olur.

Kamit. PGF Gx(s) = =D kullanilir. G% (1) = X oldugundan E[X] = \;
G%(1) = A? oldugundan E[X (X —1)] = A? ve Var(X) = M2+ X — A2 = )
bulunur. O

Teorem 3.21 (Poisson, Binomun Limiti Olarak) n — oo, p — 0 ve np — A

tken .
ny g n—k aA
<k>p (1-p) —e R

Kamit. p = A/n konulur. (})p* = wz—z — ’,\C—k, ve (1—M\/n)" "k —
e~ olur. Carpim istenen limiti verir. Bu, Poisson’un “cok sayida nadir olay”
modeli olmasimin nedenidir (Feller, 1968). O

Ornek 3.16 (Nadir Olay Yaklagimi). n = 1000 diriin ve kusur olasisg p = 0.002
ise kusurlu sayst yaklagik Poisson(2) 'dir. Hi¢ kusur olmama olasihgr e =2 ~ 0.135
olarak hizlica hesaplanar.

Tamim 3.21 (Negatif Binom (Pascal) Dagilimi) Bagimsiz Bernoulli(p)
denemelerinde r’inci bagarinin geldigi deneme sayis1 X ise

k—1
r—1

P(X =k)= ( >pr(1—p)’€-r, k=rr+1,...

dagihimima negatif binom denir. E[X] = r/p ve Var(X) = r(1 — p)/p? olur.

Tamm 3.22 (Kesikli Diizgiin Dagilim) X degerlerini {1,2,..., N} kiime-
sinde eg olasilikla aliyorsa

1 N+1 N2 -1
P(X=k)=— E[X] = T“L Var(X) = —

olur. Adil zar (N = 6) bunun en bilinen 6rnegidir.

Ornek 3.17 (Model Se¢imi). Bir partiden yerine koymadan 10 iiriin segiliyorsa
hipergeometrik model uygundur. Her irin bagimsiz bigimde kusurlu/kusursuz
tiretiliyorsa binom model; sabit zaman araliginda nadir olay sayist sayiliyorsa
Poisson model dogal secimdir.

3.12 Kantiller ve Olasilik Integral Doniigiimii

Dagilim fonksiyonu yalniz olasilik hesaplamak igin degil, simiilasyon ve kantil
hesaplar i¢in de kullanmilir (Hogg et al., 2019; Ramachandran & Tsokos, 2009).
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Tamm 3.23 (Kantil Fonksiyonu) Bir dagilim fonksiyonu F igin
F~Yu) = inf{z : F(z) > u}, O<u<l
fonksiyonuna kantil fonksiyonu denir.

Teorem 3.22 (Olasilik Integral Doniisiimii) X siirekli dagulvm fonksiyonu
Fye sahipse
U=FX)

degiskeni Uniform(0,1) dagilimina sahiptir.

Kamit. 0 < u < 1igin x, = F~!(u) olsun. Siireklilik ve monotonluk altinda
P(F(X) < u) = P(X < 2,) = F() = u

olur. Bu, U'nun (0, 1) tizerinde diizgiin dagilimli oldugunu gésterir. ad

Ornek 3.18 (Ters Déniigiimle Simiilasyon). U ~ Uniform(0,1) ve X = F~1(U)
almrsa X dagilim fonksiyonu F olan bir degisken dretir. Ustel dagilvmda
F~1(u) = —log(1 — u)/\ kullanilar.

3.13 Dagilimin Bilgiye Bagli Yorumu

Aym fiziksel biyiiklik, eldeki bilgi degistikce farkli dagilimlarla temsil edilebilir.
Bu bakig 6zellikle Bayesci yorumda énemlidir (Jaynes, 2003). Ornegin torbadaki
kirmiz1 top oram1 hakkinda az bilgi varsa dagilim daha yaygin, ¢ok bilgi varsa
daha yogun secilir.

Tanim 3.24 (Kamit Altinda Dagilim) Eldeki bilgi I agik¢a belirtilmek
istendiginde bir degiskenin dagilimi p(z | I) bigiminde yazilir. Bu gosterim,
dagilimin yalniz fiziksel siirece degil, bilgi durumuna da bagh oldugunu vurgular.

Teorem 3.23 (Beklentinin Bilgiye Kosullu Yorumu) Kesikli durumda
bilgi I altinda beklenen deger

EX 1] =Y ap(x|1)

bicimindedir.

Kanit. Beklenti, dagilim agirliklariyla alinan agirlikh ortalamadir. Bilgi I degis-
tiginde agirhiklar p(z | I) olarak giincellenir; formiil aym kalir. O

Ornek 3.19 (Eksik Bilgiyle Torba Modeli). Bir torbadaki kirmaz top oran
bilinmiyorsa cekilis sonucu icin dagilim, eldeki on bilgiye baghdir. Daha fazla
gozlem yapildikga dagilim daha dar ve bilgilendirici hale gelir.
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3.14 Ornek Veri Tablosu ve Yazilim Coziimleri

Kavram Formiil Yorum

CDF F(z)=P(X <x) Genel dagilim temsili

PMF  p(z) = P(X =) Kesikli model

PDF  P(a< X <b) = [’ f(z)dz Siirekli model

Beklenti E[X] Dagilim merkezi

Varyans E[(X — p)?] Yayihim

PGF  G(s) = E[s¥] Tam say1 degerli dagilim 6zeti

Python Coziimii

import math

p=20.3

n 10

prob = math.comb(n, 2) * p**2 * (1 - p)**8
print (prob)

R ile Hesaplama:
p <- 0.3

n <- 10

prob <- choose(n, 2) * pxp * (1 - p) * (1 -p) * (1 -p) x (1L - p)
* 1 -p) @ -p)x{U-p)*xA-p)

prob
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3.15 Gorsellestirme ve Grafikler

Kesikli dagihimda CDF
basamakl yapidadir.

T

Sekil 3.3 Kesikli rassal degiskende dagilim fonksiyonu sigramalarla artar.

P(X =k)

X ~ Bin(6,0.5)

e

Sekil 3.4 Binom olasilik kiitle fonksiyonu gubuk grafigi: p = 0.5 i¢in dagihim ortalama
np = 3 etrafinda simetriktir.

Dikkat: Kavram Yanilgisi
Dagilim fonksiyonu ile yogunluk fonksiyonu karigtirilmamalidir. F'(x) bir
olasilik birikimidir; siirekli durumda f(x) tek bagina olasilik degildir, olasilik
ancak bir aralik iizerinde alan alinarak hesaplanir.

Kendini Dene:
Ara Kontrol: P(X = 2) = 0 bilgisi stirekli bir degiskende neden X = 2
degerinin imkansiz oldugu anlamina gelmez? Ipucu: Nokta olasiligi ile aralik
olasihigini ayirin.
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3.16 Boliim Sonu Coziimlii Problemler

1.

2.

3.

10.

11.

12.

X ~ Bernoulli(0.3) ise E[X] ve Var(X) nedir?
Coziim. E[X] = 0.3 ve Var(X) = 0.3(0.7) = 0.21.
F(2) =0.60 ve F'(5) =0.90 ise P(2 < X <5) kagtir?
Coziim. P(2 < X < 5) = F(5) — F(2) = 0.30.

X ~ Bin(8,0.25) ise P(X = 2) degerini yaziniz.
Coziim. P(X =2) = (5)(0.25)(0.75)°.

. X ~ Geom(0.2) ise E[X] kagtir?

Coziim. E[X] =1/0.2 = 5.

100 parcalik partide 8 kusurlu varsa, yerine koymadan secilen 10 parcada
beklenen kusurlu sayist nedir?

Coziim. Hipergeometrik ortalama 10(8/100) = 0.8 olur.

X ~ Poisson(3) ise P(X > 1) degerini bulunuz.

Coziim. P(X > 1) =1— P(X =0) =1 — 3 ~ 0.950.

X >0 tam say1 degerli ve P(X > k) = (0.8)"*1 ise E[X] kagtir?
Coziim. Kuyruk toplamiyla E[X] = >, P(X > k) = Y_,-,(0.8)% =
0.8/0.2 = 4. - -

X tstel(\) ise MGF’sini kullanarak Var(X) degerini bulunuz.

Coziim. M(t) = N/(\A —t), M'(0) = 1/\, M"(0) = 2/)\2, dolayisiyla
Var(X) = 2/2% — 1/22 = 1/)%

E[X] =5, Var(X) =4 ise Y = 3X — 2 i¢in E[Y] ve Var(Y) nedir?
Coziim. E[Y] = 3(5) — 2 = 13, Var(Y) = 9(4) = 36.

Bagimsiz X ~ Poisson(2) ve Y ~ Poisson(3) i¢in P(X +Y = 4) kagtur?
Coziim. X + Y ~ Poisson(5), dolayisiyla P = e~°5% /4! ~ 0.175.

6 farkli kupon tiirii varsa hepsini toplamak igin beklenen alig sayisim1 bulunuz.
Coziim. E[T] =6Hs =6(1+ 3+ 5+ +35+¢) =6-245=147.

X ~ Geom(0.25) ise P(X > 4| X > 2) degerini hafizasizlikla bulunuz.
Coziim. Hafizasizlik geregi P(X >4 | X > 2) = P(X > 2) = (0.75)% =
0.5625.

3.17 Boliim Sonu Aligtirmalar:

Bu aligtirmalar, rassal degisken kavramini, dagilim fonksiyonunu, beklenen deger—
varyans hesaplarin1 ve temel kesikli dagilimlari pekistirmek igin ii¢ diizeyde
diizenlenmigtir. Cevaplar ve kisa ¢oziim ipucglari Ekler boélimindeki Cevap
Anahtary’nda verilmigtir.
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Temel Diizey

B1.
B2.

B3.
B4.
Bb5.

X ~ Bernoulli(0.7) ise P(X = 0), E[X] ve Var(X) degerlerini bulunuz.

X i¢gin P(X =0)=0.2, P(X =1) =0.5, P(X =2) =0.3 ise E[X] degerini
hesaplayiniz.

F(1) =0.25 ve F(4) = 0.80 ise P(1 < X <4) kagtir?

X ~ Poisson(2) ise P(X =0) ve P(X = 1) degerlerini yaziniz.
E[X]=4ve Var(X) =9 ise Y = 2X + 1 i¢in E[Y] ve Var(Y') degerlerini
bulunuz.

Orta Diizey

I1.

I2.

I3.

I4.

I5.

X ~ Bin(10,0.4) ise P(X = 3) degerini formiil olarak yaziniz ve yaklagik
hesaplayiniz.

X ~ Geom(0.25) ise P(X > 3) ve E[X] degerlerini bulunuz. Geometrik
degisken ilk bagar1 deneme sayisini gostersin.

Bir partide 20 {iriiniin 5’i kusurludur. Iadesiz secilen 4 iiriinde tam 1 kusurlu
gelme olasiligini yaziniz.

X kesikli ve P(X =1) =0.2, P(X =3) =0.3, P(X =5) = 0.5 ise Var(X)
degerini hesaplayiniz.

Bagimsiz X ~ Poisson(1.5) ve Y ~ Poisson(2.5) i¢in P(X +Y = 2) degerini
bulunuz.

fleri Diizey

Al.

A2.

A3.

A4

A5.

X > 0 tam say1 degerli ve P(X > k) = (0.6)* (k = 1,2,...) ise E[X]
degerini kuyruk toplamiyla bulunuz.

X ~ Bin(n,p) i¢in gosterge degiskenleri kullanarak E[X] = np oldugunu
aciklayimiz.

X igin olasilik iireten fonksiyon G(s) = 0.2 + 0.5s + 0.3s% ise E[X] ve
P(X = 2) degerlerini bulunuz.

X ~ Poisson(A) i¢in P(X = k+1)/P(X = k) oramm bulunuz ve k arttikca
olasiliklarin ne zaman azalmaya bagladigini yorumlayiniz.

X ~ Geom(p) igin P(X > m+n | X > m) = P(X > n) hafizasizlik
ozelligini dogrudan gosteriniz.
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3.18 Kaynak Notu

Bu boliimde rassal degisken, o6l¢iilebilirlik ve dagilim fonksiyonu yapisi Kolmo-
gorov (1956), Capiniski ve Kopp (2004) ve Shao (2003) ¢izgisinde verilmigtir.
Kesikli ve siirekli dagilimlar, beklenen deger ve temel modeller Hogg et al.
(2019), Hsu (1997), Ross (2019), Grinstead ve Snell (1997) ile uyumlu bigimde
diizenlenmigtir. Mithendislik yorumu Soong (2004) ve Montgomery ve Runger
(2018), bilgiye bagh dagilim yorumu Jaynes (2003), olasilik tireten fonksiyon
ve ileri istatistiksel dil Mukhopadhyay (2000) kaynaklariyla iligkilendirilmigtir.
Moment tireten fonksiyon, LOTUS ve dagihm tekligi Casella ve Berger (2002);
Poisson’un binom limiti, hafizasizlik ve kuyruk—toplam formiilii Feller (1968) ve
Ross (2019) ¢izgisinde sunulmugtur.

Ozet:

Rassal degigken, deney sonucunu sayisal bir degere doniigtiiriir. Dagilim
fonksiyonu biitiin rassal degiskenler igin genel temsildir; kesikli degiskenlerde
PMF, siirekli degiskenlerde PDF kullanilir. Beklenen deger ve varyans
dagilimin temel o6zetleridir. Gosterge degiskenleri, PGF ve temel kesikli
dagilimlar sayma ve modelleme problemlerini sistematik héle getirir.




Boliim 4

Siirekli Dagilimlar, Doniisiimler ve
Momentler

4.1 Gergek Diinya Problemi (Giris)

Bir parcanin 6mrii, bir hastanin bekleme siiresi, bir sensoriin 6l¢iim hatasi veya
bir finansal getirinin biiytikliigii cogu zaman aralik {izerinde deger alan siirekli
degigkenlerle modellenir. Bu tiir degiskenlerde tek bir noktanin olasiligi yerine
aralik olasiliklar1, yogunluk fonksiyonlari, doniigiimler ve momentler temel rol

oynar.

Bu Boliim Ne Saglar?

Bu béliim siirekli rassal degiskenleri daha ileri diizeyde ele alir. Once
yogunluk ve beklenen deger yapisi pekistirilir; sonra kantiller, doniigiim
kurallari, moment tireten fonksiyonlar, karakteristik fonksiyonlar ve temel
stirekli dagilim aileleri incelenir. Amag, siirekli modelleri yalniz formiil
listesi olarak degil, doniistim ve moment araclariyla ¢alisan bir modelleme
dili olarak kurmaktur.

Amag ve Ogrenme Ciktilar
Bu boliimiin sonunda okuyucu

siirekli yogunluk ve dagilim fonksiyonu iligkisini kullanabilir,

kantil ve ters doniigiim yontemini agiklayabilir,

tek degigkenli ve ¢ok degiskenli dontisiimlerde Jacobian kuralini uygu-
layabilir,

moment, merkezi moment, carpiklik ve basikligi yorumlayabilir,
moment tireten ve karakteristik fonksiyonlar1 toplam ve dagilim belir-
leme problemlerinde kullanabilir,

istel, gamma, normal, beta, Weibull ve Laplace gibi temel siirekli
dagilimlar1 uygun baglama yerlegtirebilir.

59
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4.2 Siirekli Yogunluk ve Dagilim Fonksiyonu

Siirekli degiskenlerde olasilik, yogunlugun alani olarak hesaplanir. Yogunluk
degeri tek bagina olasilik degildir; bir aralik tizerindeki integral olasiliktir. Bu
¢erceve modern olasilik ve matematiksel istatistik metinlerinde temel baglangictir
(Hogg et al., 2019; Ross, 2019; Soong, 2004).

Tamum 4.1 (Siirekli Rassal Degisken) X rassal degiskeninin dagilim fonksi-
yonu bir fx yogunlugu ile

Fx(x) = /j fx(u)du

biciminde yazilabiliyorsa X siirekli rassal degiskendir.

Tanim 4.2 (Yogunluk Fonksiyonu) fx(z) >0 ve

/_o;fx(a:)dx:l

kosullarini saglayan fonksiyon, bir siirekli dagilim i¢in yogunluk fonksiyonu
olabilir.

Teorem 4.1 (Aralik Olasihig1) Yogunlugu fx olan sirekli bir X igin

b
P(a<X§b):/ fx(z)dx

olur.
Kanat. Dagilim fonksiyonu yardimiyla
Pla< X <b) = Fx(b) — Fx(a)

yazilir. Yogunluk temsili yerine konursa

Fx<b>—Fx<a>=/_;fxmdx—/_;fx(m)dx=/:fx<w>dm

elde edilir. O

Ornek 4.1 (Diizgiin Yogunluk). X ~ U(a,b) ise fx(z) =1/(b—a),a <z <b
olur. Bu durumda [c,d] C [a,b] i¢in

—C

P(c<X<d):Z

—a

bulunur.
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Yogunluk ve dagilim fonksiyonu yaninda, negatif olmayan degigskenlerde bek-
lenen degeri dogrudan sagkalim (kuyruk) olasiligy tizerinden veren bir gosterim
de sikca kullanilir. Bu gosterim hem teorik tiiretmelerde hem de giivenilirlik
analizinde pratiktir (Ross, 2019; Billingsley, 1995).

Teorem 4.2 (Kuyruk integrali ile Beklenti) X > 0 sdrekli bir rassal
degisken ve E[X] < oo olsun. Bu durumda

E[X] —/OOOP(X>:17)dJC—/OOO (1- Fx(z))dz

olur.

Kanit. Sagkalim olasiligini yogunluk integraliyle yazip integrasyon sirasii de-
gistirelim:

/OOOP(X>x)dx:/Ooo/woofx(u)dudx:/()Oo/oufx(u)dxdu'

I¢ integral u verir; dolayisiyla ifade fooo u fx(u) du = E[X] olur. Sira degigtirme
Tonelli teoremiyle, integrand negatif olmadigindan gegerlidir. ad

Ornek 4.2 (Ustelde Kuyruk Formiilii). X ~ Exp(\) d¢in P(X > 2) = e *

oldugundan

e 1
E[X] :/0 e Mdy = 3

bulunur. Klasik fOOO zXe Adx integraline gerek kalmadan aymi sonuca ulasilar.

Yagam siiresi ve giivenilirlik modellemesinde, bir parcanin belirli bir yaga ka-
dar dayandig: bilindiginde anlik ariza egilimini dlgen tehlike (hazard) fonksiyonu
merkezi bir kavramdir (Soong, 2004; Ramachandran & Tsokos, 2009).

Tanim 4.3 (Tehlike (Hazard) Fonksiyonu) Sagkalim fonksiyonu S(z) =
1 — Fx(z) > 0 olan siirekli bir X i¢in tehlike fonksiyonu
_ fx(x) __d

h(z) St) ~ dr log S(x)

olarak tamimlanir. h(z)dz degeri, x yagima ulagmig bir birimin [z,z + dz)
araliginda arizalanma kogullu olasiligini1 yaklagik verir.

Ornek 4.3 (Sabit Tehlike ve Ustel Dagihm). Ustel dagilimda
h(z) = Xe ™ /e ™ = X sabittir. Sabit tehlike “yaslanmama” anlamana
gelir ve tstel dagrlvman hafizasizlvk ozelliginin bir baska gorinumidir.
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dagilim fonksiyonu

xT

Sekil 4.1 Siirekli bir dagilim fonksiyonu sturekli, azalmayan ve 0’dan 1’e yiikselen bir
egridir.

4.3 Kantiller ve Ters Doniisiim

Kantil fonksiyonu, dagilim fonksiyonunun ters yonde kullanilmasini saglar. Hem
medyan ve yiizdelik hesaplarinda hem de simiilasyonda temel aragtir (Hogg et
al., 2019; Ramachandran & Tsokos, 2009).

Tanim 4.4 (Kantil Fonksiyonu) Dagilim fonksiyonu F igin
F~Y(u) = inf{z : F(z) > u}, O<u<l1

fonksiyonuna kantil fonksiyonu denir.

Teorem 4.3 (Ters Doniisiim Yoéntemi) U ~ U(0,1) ve X = F~1(U) olsun.
F siirekli ve artan ise X ’in dagilim fonksiyonu F olur.

Kanat. Her z igin
P(X <z)=P(FYU)<z)=PU< F(z)) = F(x)
yazilir. Son esitlik U'nun (0, 1) arahiginda diizgiin dagilimh olmasindan gelir. O

Ornek 4.4 (Ustel Dagilim Uretimi). Ustel dagiimda F(z) =1—e?*, 2 >0
olur. U ~ U(0,1) igin

1
X = —Xlog(l -U)

degiskeni tstel dagilima sahiptir.

Kantil fonksiyonu 6zel degerlerinde dagilimin konum ve yayilim 6zetlerini
verir. Medyan ve ¢eyrekler, ortalama ve varyansa gore aykir1 degerlere daha
dayanikhdir (Hogg et al., 2019; Wasserman, 2004).

Tanim 4.5 (Medyan ve Ceyrekler) m = F~!(1/2) degerine medyan denir.
Q1 = F71(1/4) ve Q3 = F~1(3/4) degerleri alt ve iist geyrektir; IQR = Q3 — Q1
ceyrekler aras1 agikliktir.
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Ornek 4.5 (Ustel Dagilimin Medyan). X ~ Exp(\) igin 1 — e ™ = 1/2
denklemi ¢oziliir ve
log 2
D)
bulunur. Bu deger ortalama 1/X’dan kiigiktir; bu da dstel dagilimin saga ¢arpik
oldugunu gésterir.

Ters doniigtimiin ikiz kardesi, herhangi bir siirekli degiskeni kendi dagilim
fonksiyonundan gegirerek diizgiin dagilima indirgeyen olasilik integral doénii-
simudiir. Bu sonug stzde rassal tiretimden hipotez testlerine kadar genis bir
uygulama yelpazesinin temelidir (Casella & Berger, 2002).

Teorem 4.4 (Olasihik integral Doniisiimii) X sdrekli dagilim fonksiyonu
F olan bir rassal degisken olsun. Bu durumda U = F(X) degiskeni U(0,1)
dagilimina sahiptir.

Kanat. F siirekli ve artan olsun. 0 < u < 1 igin
P(U < u) = P(F(X) < u) = P(X < F~(w)) = F(F~"(u)) = u

yazilir. [0,1] {izerinde dagilim fonksiyonu u olan dagilim U(0,1) oldugundan
iddia kanitlanir. O

Ornek 4.6 (Diizgiinliikk Stmamas1). Bir model F dogruysa, gozlemlere F uygulan-
diginda elde edilen degerler yaklagik U(0,1) davranmalider. Bu fikir, kalintilarin
diizginligind inceleyen uyum tyiligi grafiklerinin (PP grafigi) temelini olusturur.

4.4 Doniisiimle Yeni Dagilim Elde Etme

Bir rassal degisken iizerinde yapilan déniisiim yeni bir dagilm iiretir. Olgek
degistirme, logaritma alma, kare alma veya koordinat degistirme bu kapsamda
disiintiliir. Dontigiim kurallar: yogunlugun dogru taginmasini saglar (Jaynes,
2003; Tarantola, 2001).

Tanim 4.6 (Tiiretilmis Dagilim) Y = g(X) bigiminde tanimlanan yeni rassal
degiskenin dagilimina X’ten tiiretilmis dagilim denir.

Teorem 4.5 (Tek Degiskenli Yogunluk Doniisiimii) X yogunluju fx olan
stirekli bir degisken, g tirevlenebilir ve bire bir, h = g~ ' olsun. Bu durumda

fr(y) = fx(h(y)) W (y)]
olur.

Kanit. Artan g igin Fy (y) = P(Y < y) = P(X < h(y)) = Fx(h(y)) yazlr.
Tirev alimirsa fy (y) = fx(h(y))h'(y) elde edilir. Azalan durumda tiirev igaret
degigtirdiginden mutlak deger gerekir. a
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Ornek 4.7 (Olgek Déniisiimiil). Y = X, ¢ > 0 ise h(y) = y/c ve h'(y) = 1/c
olur. Dolayswyla

1
P (@) = P/
yazlar.
Teorem 4.6 (Cok Degiskenli Jacobian Kurall)) Y = g(X) bire bir ve

tirevlenebilir bir doniisiim, h = g~ tersi olsun. Bu durumda

fr(y) = fx(h(y)) |det Ji(y)|

olur.

Kanit. Kiigiik hacim elemanlar1 déniigiim altinda Jacobian determinantinin
mutlak degeriyle 6lgeklenir. Olasilik kiitlesi korunmasi gerektiginden fy (y)dy =
fx(x)dx yazihr ve doz = | det Jp,(y)|dy kullanilir. O

Ornek 4.8 (Kartezyenden Kutupsala). Diizlemde (X,Y) dejiskeninden (R, ©)
degiskenine gecerken alan elemant dxdy = rdrdf olur. Bu nedenle kutupsal
yogunlukta Jacobian carpan r olarak gorindr.

Donitisiim bire bir degilse, ters goriintiideki tiim kollar toplanarak yogunluk
elde edilir. Bu genel kural 6zellikle simetrik doniisiimlerde gereklidir (Hogg et
al., 2019; Ross, 2019).

Teorem 4.7 (Monoton Olmayan Doniisiim) g tirevlenebilir olsun ve hery

igin g(x) =y denkleminin ¢ozimleri x1,...,xy olsun. Bu durumda
~ fx ()
W =2 )
olur.

Kanat. g’nin tek tek monoton oldugu araliklara ayrilan tanim kiimesinde her
kol i¢in tek degigkenli doniigiim formiili uygulanmir. {Y < y} olaymn ters
gbriintiisii bu araliklarin birlesimidir; ayrik katkilar toplandiginda verilen ifade
elde edilir. a

Ornek 4.9 (Kare Déniisiimit). Y = X? i¢in y > 0 oldugunda iki kol x = £,/y
varder ve |g'(z)| = 2|z| = 2,/y olur. Dolaysiyla

Ix(VY) + fx (=)
Qﬂ '

X ~ N(0,1) almarsa bu ifade x3 yogunluguna sadelegir.

fy(y) =

Iki bagimsiz siirekli degiskenin toplamimm yogunlugu, yogunluklarin evrigimi
(konvolisyonu) ile bulunur. Bu kural toplam dagilimlarinin analizinde temel
aragtir (Feller, 1971; Grimmett & Stirzaker, 2020).
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Teorem 4.8 (Toplamin Yogunlugu: Evrigsim) X ve Y bagimsiz sirekli
degiskenler, yoqunluklar fx ve fy olsun. Z = X +Y degiskeninin yojunlugu

5= [ T @) (s — ) de

olur.

Kamt. Fz(z) = P(X+Y <z)= [[ . . fx(@)fy(y) dzdy yazilr. I integralde
y < z — x smur1 kullanihip z’ye gore tiirev alindiginda fy (z — 2) belirir ve sonug
elde edilir. 0O

Ornek 4.10 (iki Diizgiin Degigkenin Toplami). X,Y ~ U(0,1) bagimsiz ise
evrigim integrali Z = X +Y igin tiggen yogunluk verir: fz(z) =2z (0<2<1)
ve fz(2) =2—z (1 <2z <2). Bu, iki zarn sirekli karsiligrdor.

4.5 Momentler ve Dagilimin Sekli

Momentler dagilimin merkezini, yayilimini, asimetrisini ve kuyruk davranigini
ozetler. Tlk iki moment cogu uygulamada yeterli goriinse de carpiklik ve basiklik
risk analizi ve kalite kontrol gibi alanlarda énemli bilgi tagir (Hogg et al., 2019;
Montgomery & Runger, 2018).

Tanim 4.7 (Moment ve Merkezi Moment) & porzitif tam say1 olmak {izere
E[X¥] degerine k’inci ham moment denir. u = E[X] ise

E[(X — p)*]
k’inci merkezi momenttir.

Tanim 4.8 (Carpiklik ve Basiklik) o2 = Var(X) olmak iizere iigiincii stan-
dartlagtirilmis moment

- X 37
g

carpiklik, dérdiincii standartlagtirilmig moment

X -\
Yo=F ( M)
ag

basiklik 6l¢iistidiir.

Teorem 4.9 (Karesel Kayip Altinda Ortalama) E[X?] < oo ise E[(X —
a)?] ifadesini en kiiciik yapan a dejeri E[X] olur.
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Kanit. p = E[X] olsun. Kare tamamlanir:
BI(X — a)2] = BI(X — p+ p— a)?] = E[(X — )?] + (1 — 0)?.
Ik terim a’ya bagh degildir; ikinci terim en kiiciik degerini a = p iken alir. O

Ornek 4.11 (Olgiim Degerini Raporlama). Bir dlgiim bircok kez tekrarlandi-
ginda tek sayr ile raporlama yapilacaksa karesel hata él¢iti altinda en iyi rapor
degeri dlgtimlerin ortalamasidr.

Konveks fonksiyonlar ile beklenti arasindaki iligki, momentlerin yorumlan-
masinda ve bir¢ok esitsizligin kanitinda merkezl yer tutar. Jensen esitsizligi bu
iligkinin temelidir (Casella & Berger, 2002; Williams, 1991).

Teorem 4.10 (Jensen Esitsizligi) ¢ konveks bir fonksiyon ve E[X] ile
E[o(X)] sonlu olsun. Bu durumda

P(E[X]) < E[p(X)]
olur. ¢ konkavsa egitsizlik yon degistirir.

Kamit. p = E[X] olsun. Konveks ¢ igin u noktasinda bir destek dogrusu vardir:
her z igin p(x) > ¢(u) + c(x — ). Her iki tarafin beklentisi alinir; sag taraftaki
dogrusal terimin beklentisi sifir oldugundan Efp(X)] > ¢(u) elde edilir. O

Ornek 4.12 (Ortalama Kareler ile Kare Ortalama). ¢(x) = 22 konveks oldu-
gundan E[X]* < E[X?] olur. Aradaki fark tam olarak Var(X) tir; varyansin
negatif olamayacagr bu esitsizligin dogrudan bir sonucudur.

Tanmim 4.9 (Degisim Katsayis1) p = E[X] > 0 ve 0 = /Var(X) i¢in
o

CV=—
1

oranina degisim katsayisi denir. Birimsiz oldugundan farkl 6lgekteki dagilimlarin
goreli yayiliminmi kargilagtirmada kullanilir.

Ornek 4.13 (Ustel Dagilimda Degisim Katsayis1). X ~ Exp()\) igin u = 1/ ve
o =1/ oldugundan CV =1 olur. Degisim katsayisinan 1 olmast istel modelin
bir imzasidir; veride CV & 1 gozlenmesi tstel varsayima destekler.

4.6 Moment Ureten Fonksiyon

Moment iireten fonksiyon, dagilimin momentlerini tek bir fonksiyonda toplar.
Var oldugu aralikta dagilimi belirleyebilir ve bagimsiz toplamlar: analiz etmeyi
kolaylagtirir (Hogg et al., 2019; Mukhopadhyay, 2000).
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Tanim 4.10 (Moment Ureten Fonksiyon) X rassal degiskeninin moment
iireten fonksiyonu
MX (t) = E[etX]

olarak tamimlanir. Bu fonksiyon ¢ = 0 ¢evresinde sonluysa moment tiretmek igin
kullanilabilir.

Teorem 4.11 (Moment Uretim Teoremi) Mx (t) sifirin bir komsulugunda
sonluysa

M (0) = E[x*]
olur.

Kanit. Ustel fonksiyonun seri acilimi

o 1k yk
X "X
k!

k=0

bi¢cimindedir. Uygun sonluluk kosullar: altinda beklenti ve tiirev iglemleri yer
degistirir. k kez tiirev alimip t = 0 yazildiginda E[X*] elde edilir. O

Teorem 4.12 (Bagimsiz Toplamlarda MGF Qarpimi) X ve Y bagimsiz
ise

Mx 1y () = Mx(t) My (t)

olur.
Kanit. Bagimsizlik nedeniyle
Mx,y(t) = E[et®H)] = EletX et = E[eX]Ele'Y]
yazilir. ad

Ornek 4.14 (Gamma Toplami). Ayni hiz parametresine sahip bagimsiz gamma
degiskenlerinin MGF’leri ¢carpildiginda sekil parametreleri toplanir. Bu nedenle
ortak hiz parametreli gamma degiskenlerinin toplams yine gamma dagilimlidar.

Ornek 4.15 (Ustel Dagilimi MGF’si). X ~ Exp(\) igin

e A
MX(t):/ et"”)\e_)‘xdx:ﬁ, <A
o _

olur. Tiirevierden M% (0) = 1/X ve M%(0) = 2/A? bulunur; buradan Var(X) =
2/0%2 —1/X2 = 1/)\?% elde edilir.

Moment iireten fonksiyonun en giiclii yam yalniz moment iiretmek degil, var
oldugu yerde dagilimi tek bicimde belirlemesidir. Bu 6zellik toplam dagilimlarini
tanmmmada dogrudan kullanmilir (Casella & Berger, 2002; Mukhopadhyay, 2000).
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Teorem 4.13 (MGF Tekilligi) X ve Y degiskenlerinin moment ireten fonk-
styonlary syfirin bir agik komsulugunda var ve esitse, X ile Y aym dagilima
sahiptir.

Kanat. Sifir komgulugunda var olan moment iireten fonksiyon, iki yanli Laplace
doniigiimii iizerinden olasilik dagilimini tek bi¢imde belirler. Déniigiimiin tersinin
tekligi nedeniyle aynt MGF ayni dagilimi verir. ad

Ornek 4.16 (Toplami Tanima). Bagimsiz X; ~ Exp()) degiskenlerinin topla-
manan MGF’si (\/(A—1t))"™ olur. Bu ifade Gamma(n, \) dagilimanin MGF sidir;
tekillik geregi toplam gamma dagilvmlidur.

4.7 Karakteristik Fonksiyon

Moment iireten fonksiyon her dagilim igin var olmayabilir; karakteristik fonksi-
yon ise her rassal degisken i¢in tanimlidir. Bu nedenle limit teoremlerinde ve
dagilim belirleme problemlerinde temel aragtir (Hsu, 1997; Kolmogorov, 1956;
Shao, 2003).

Tanim 4.11 (Karakteristik Fonksiyon) X rassal degiskeninin karakteristik
fonksiyonu _
ox(t) = E[e™X], teR

olarak tanimlanir.

Teorem 4.14 (Bagimsiz Toplamlarin Karakteristik Fonksiyonu) X wve
Y bagimsiz ise

ox4v(t) = ox(t)ey(t)

olur.

Kanat. MGF carpimindaki aym fikir kullanilir:
oxiy(t) = E[eit(X-‘rY)} — E[eitXeitY] _ E[e“X}E[e“Y].
O

Teorem 4.15 (Karakteristik Fonksiyonlarin Tekilligi) Iki rassal degiskenin
karakteristik fonksiyonlar her t € R i¢in aynwysa dagilimlar: aynader.

Kanat. Karakteristik fonksiyon dagilimin Fourier doniigiimidiir. Fourier dontisii-
miniin tekillik 6zelligi, ayn1 karakteristik fonksiyona sahip iki olasilik dl¢iistiniin
ayni dagilimi vermesini saglar. a

Ornek 4.17 (Normal Toplami). Bagumsiz normal dejiskenlerin karakteristik
fonksiyonlary carpildiginda yine normal bicimli bir karakteristik fonksiyon elde
edilir. Bu, bagimsiz normal toplamlarinin normal oldugunu gdsterir.
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Karakteristik fonksiyonun her zaman var olmasi yaninda, sinirlhi ve stirekli
olmasi da onu limit teoremlerinde elverigli kilar. Asagidaki temel 6zellikler bu
kullanimlar1 destekler (Billingsley, 1995; Shao, 2003).

Teorem 4.16 (Karakteristik Fonksiyonun Temel Ozellikleri) Her rassal
degisken X icin karakteristik fonksiyon ox su dzellikleri saglar:

ex(0) =1,  lex() <1, paxis(t) = Ppx(at).
Kamit. ox(0) = E[e°] = 1 olur. Ikinci 6zellik |E[e®X]| < Ele'*X| = E[1] = 1
iicgen esitsizliginden gelir. Uciinciisii icin pax4p(t) = Ele*eX+0)] =
e Blei(aX] = ¢itby y (at) yazilir. 0

Ornek 4.18 (Konum-Olgek Déniisiimii). X standart bir dagilvma sahipse,
Y = pu+0X degiskeninin karakteristik fonksiyonu oy (t) = e*ox (ot) olur. Bu
kural, standart formdan konum-dlcek ailesinin tamamina gecmeyi saglar.

4.8 Temel Siirekli Dagilim Aileleri

Stirekli dagilim aileleri modelleme baglamina gore segilir: bekleme siireleri igin
iistel/gamma, simetrik hata i¢gin normal, oranlar i¢in beta, émiir ve giivenilirlik
icin Weibull sik kullanilir.

Tanmim 4.12 (Ustel Dagilim) A > 0 icin
f(z) = Ae T x>0
yogunluguna sahip dagilima tistel dagilim denir.

Tanim 4.13 (Gamma Dagilimi) o > 0, A > 0 igin

flx) = ;Ea)xo‘le/\x, x>0

yogunluguna sahip dagilima gamma dagilimi denir.

Tanmim 4.14 (Normal Dagilim) p € R, ¢ > 0 i¢in

yogunluguna sahip dagilima normal dagilim denir.

Teorem 4.17 (Normalden Ki-Kareye Gegis) Z ~ N(0,1) ise Y = Z2
degiskeni X3 dagilvmina sahiptir.
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Kanat. y > 0 igin

PY <y)=P(=Vy < Z <y =2(y) = 2(=/y)

yazilir. Tiirev alinirsa

L ij2 —ys2
[ p— e ¢
elde edilir. Bu yogunluk x? yogunlugudur. ad

Tanim 4.15 (Beta Dagilimi) «, 8 > 0 i¢in

F(a + ﬂ) xafl
I(a)I'(B)

yogunluguna sahip dagilima beta dagilimi denir.

(1-2)  o0<z<1

fz) =

Teorem 4.18 (Beta Dagiliminin Ortalamasi) X ~ Beta(a, 8) ise

olur.

Kanst. Beklenti integrali beta fonksiyonu ile

B(a+1,8)
BlX]= 22T P
ST
bi¢iminde yazilir. Gamma fonksiyonunun I'(u + 1) = ul'(u) 6zelligi kullamldi-
ginda sonug «/(a + 3) olur. 0

Tanim 4.16 (Weibull Dagilimi) a, A > 0 i¢in sagkalim fonksiyonu
P(X > z) = exp{—(A\x)*}, x>0
olan dagilima Weibull dagilimi denir.

Ornek 4.19 (Giivenilirlik Modeli). o > 1 olan Weibull modeli, yaslandik¢a
ariza Tiskinin arttige sistemlerde kullanilir. o = 1 6zel durumu dstel dagilvma
karsilik gelir.

Ustel dagilim siirekli dagihmlar arasinda ayricalikh kilan 6zellik hafizasizlik-
tir: ge¢mis bekleme, gelecekteki bekleme olasihigini degigtirmez (Ross, 2019).
Teorem 4.19 (Ustel Dagilimin Hafizasizligl) X ~ Exp()\) dse her s,t > 0
icin

PX>s+t| X >s)=PX >t)

olur. Ustel dagilim, bu 6zelligi taswan tek siirekli dagilamdar.
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Kamt. P(X > x) = e~ ** oldugundan

P(X t —A(s+t)
P(X>s+t| X >s) = ;(;‘;; ) _ ee_ks =eM=DP(X >t).

Tersine, sagkalim fonksiyonu S i¢in S(s +t) = S(s)S(t) kogulunu saglayan ve
azalan tek siirekli ¢oziim S(z) = e~** bigimindedir. O

Tanim 4.17 (Laplace Dagilimi) p € R, b > 0 i¢in

f(:r)zzlbexp{—'m;'u'}, zEeR

yogunluguna sahip dagilima Laplace (¢ift tstel) dagilimi denir. Simetrik fakat
normalden daha sivri ve agir kuyrukludur.

Tanim 4.18 (Lognormal Dagilim) log X ~ N(u,0?) ise X lognormal dagi-
limhidir ve yogunlugu

1 (logx — )2
_ _Logx — p)” 0
f(z) oo exp { 952 ) T >

olur. Qarpimsal etkilerin biriktigi gelir, fiyat ve parcacik boyutu gibi pozitif
biiyiikliiklerde kullanilir.

Tanmim 4.19 (Cauchy Dagilimi) Konum z( ve 6lgek v > 0 igin

flz) = ! reR

2 )
T—xg
™y {1 + (77 ) }
yogunluguna sahip dagilhima Cauchy dagilimi denir. Beklenen degeri ve varyansi
tanimsizdir; agir kuyruk ornegi olarak one cikar.

Ornek 4.20 (Tammsiz Ortalama). Cauchy dagilvmanda [ |z|f(x) dz wraksar;
bu nedenle orneklem ortalamast biyik orneklemde bile bir dejere yerlesmez. Bu,
biyiik sayilar yasasimin integrallenebilirlik kosulunun neden gerekli oldugunu
gosteren klasik karsy érnektir.
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f(=)

normal

T

Sekil 4.2 Normal ve Laplace yogunluklari: Laplace tepe noktasinda daha sivri, kuyruklarda
daha agirdir.

4.9 Ornek Veri Tablosu ve Yazihm Coziimleri

Arag Tanim Kullanim

Yogunluk f(z) Aralik olasihig:

Kantil  F~1(u) Yiizdelik ve simiilasyon
Jacobian |h/(y)| veya |det J| Déniigtim

MGF EletX] Moment ve toplam

CF E[e*X] Dagilim belirleme

Weibull Sagkalim modeli  Giivenilirlik

Python ile Hesaplama:

import math

lam = 2
prob = math.exp(-lam) - math.exp(-2 * lam)
print (prob)

R ile Hesaplama:

lambdaValue <- 2
prob <- exp(-lambdaValue * 1) - exp(-lambdaValue * 2)

prob
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4.10 Gorsellestirme ve Grafikler

f(x)

Aralik olasihign = alan

xT

Sekil 4.3 Siirekli dagilimda olasilik yogunlugun altinda kalan alanla hesaplanir.

Dikkat: Kavram Yanilgisi
Dontigim yaparken yalmz y = g(x) yazmak yeterli degildir. Yogunluk,
degigken doniisiimiinde Jacobian ¢arpani ile 6lgek degistirir; monoton ol-
mayan doniigiimlerde ise tiim ters goriintii kollar1 hesaba katilmalidir.

Kendini Dene:

Ara Kontrol: Y = X2 ve X siirekli ise y > 0 i¢in neden iki ters kol vardir?
Bu iki kol yogunluk formiiliine nasil girer?

4.

1

2.

3.

11 Boliim Sonu Co6ziimlii Problemler

. X ~U(0,10) ise P(2 < X < 5) nedir?

Coziim. Diizgiin dagihmda olasihk uzunluk oramdir: (5—2)/(10—0) = 0.3.
X ~ Exp(2) ise P(1 < X <2) nedir?

Coziim. P(1< X <2)=e 2 -4

Y =3X ve X yogunlugu fx olan siirekli bir degiskense fy (y) nedir?
Coziim. h(y) = y/3 oldugundan fy (y) = fx(y/3)/3.

Mx (t) = exp(ut + 0%t?/2) ise E[X] nedir?

Coziim. E[X] = M%(0) = u.

Z ~ N(0,1) ise Z? hangi dagilima sahiptir?

Coziim. Z2 ~ x? olur.
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10.

11.

12.
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X>0ve P(X >z)= e~ ise E[X] nedir?

Coziim. Kuyruk integrali kullanilr: E[X] = [;° e dx = \/7/2.

X ~ Exp(A) i¢in medyan nedir ve ortalamayla nasil kargilagtirilir?
Coziim. Medyan log 2/\ ~ 0.693/ A, ortalama 1/X dir. Medyan ortalamadan
kiigiiktiir; dagilim saga carpiktir.

X,Y ~U(0,1) bagimsiz ise Z = X +Y igin fz(1) nedir?

Coziim. Ucgen yogunlukta tepe noktasidir: fz(1) = 1.

X ~ N(0,1) i¢in Y = X? yogunlugunu monoton olmayan déniisiim kuraliyla
yaziniz.

Coziim. Iki kol +,/y ve |¢'| = 2,/y oldugundan fy (y) = \/%y—l/%—y/?7
y > 0.

X ~ Exp(A) ise P(X > 3| X > 1) nedir?

Coziim. Hafizasizlik geregi P(X >3] X > 1) = P(X >2) =e 2\

¢(x) = 2° konveks olduguna gore Jensen esitsizligi E[X] ve F[X?] arasinda
ne soyler?

Coziim. F[X]? < E[X?] olur; fark Var(X) > 0’a esittir.

Degisim katsayisi 1 olan pozitif siirekli bir model i¢in dogal aday hangisidir?
Coziim. Ustel dagihm; ciinkii Exp()\) igin o/p = 1’dir.

4.12 Bo6liim Sonu Alstirmalar:

Bu aligtirmalar, siirekli yogunluk yorumunu, kantil ve déntigiim hesaplarini, iistel—
normal modelleri ve moment araclarini pekigtirmek icin ti¢ diizeyde diizenlen-
mistir. Cevaplar ve kisa ¢6ziim ipuclar1 Ekler bolimiindeki Cevap Anahtari’nda
verilmistir.

Temel Diizey

B1.
B2.
B3.
B4.

B5.

X ~U(2,8) ise P(3 < X < 6) degerini bulunuz.

X ~ Exp(0.5) ise P(X > 4) degerini hesaplayimiz.

X yogunlugu f(z) = 2z, 0 < z < 1 olan bir degigken olsun. P(X > 0.5)
degerini bulunuz.

Z ~ N(0,1) ise P(Z < 1.96) degerini standart normal tablodan yaklagik
yaziniz.

Y =2X +1 ve X yogunlugu fx olan strekli bir degiskense fy (y) doniigiim
formilint yazinz.
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Orta Diizey

I1. X ~ Exp(\) i¢in 0.90 kantilini bulunuz.

I2. X yogunlugu f(r) =322, 0 < 2 < 1 olsun. Y = X? icin Y’'nin dagilimim
bulunuz.

I3. X ~U(0,1) ve Y = —log X/X olsun. Y’nin dagilimini gosteriniz.

I4. X,Y ~ U(0,1) bagimsiz ise S = X +Y i¢in 0 < s < 1 araliginda fs(s)
degerini bulunuz.

I5. X ~ N(p,0%) ise Z = (X — p)/o degiskeninin dagilmin yaziniz.

fleri Diizey

Al. X yogunlugu fx(z) = 1/2, =1 < < 1 olsun. Y = X? yogunlugunu
bulunuz.

A2. X >0 ve sagkalim fonksiyonu S(z) = exp(—a?) ise tehlike fonksiyonu h(x)
degerini bulunuz.

A3. X ~ Exp(A) icin MGF’yi tiireterek E[X] ve Var(X) degerlerini elde ediniz.

A4. Bagimsiz X,Y ~ Exp(A) igin T = X + Y yogunlugunu evrigimle bulunuz.

A5. X > 0veY = log X doniigiimii igin fy(y) ile fx(x) arasindaki iligkiyi
yaziniz. Bu iligki lognormal dagilimin yogunlugunu nasil agiklar?

4.13 Kaynak Notu

Bu boliimde stirekli yogunluk, dagilim doéniigiimleri ve temel dagilim aileleri
Hogg et al. (2019), Ross (2019), Hsu (1997), Grinstead ve Snell (1997) ve Soong
(2004) cizgisinde diizenlenmigtir. Olasilik integral doniigiimii, MGF tekilligi
ve Jensen egitsizligi i¢in Casella ve Berger (2002) ile Mukhopadhyay (2000);
evrigim ve toplam dagilimlar icin Feller (1971) ve Grimmett ve Stirzaker
(2020); karakteristik fonksiyon 6zellikleri ve 6lgii-teorik temeller i¢in Billingsley
(1995), Kolmogorov (1956), Capiriski ve Kopp (2004) ve Shao (2003) izlenmigtir.
Jacobian ve koordinat doniigiimii vurgular: Jaynes (2003) ve Tarantola (2001);
tehlike fonksiyonu, giivenilirlik ve miihendislik érnekleri Montgomery ve Runger
(2018) ile Ramachandran ve Tsokos (2009); kantil ve dayanikh 6zetler Wasserman
(2004) kaynaklariyla iligkilendirilmigtir.
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Ozet:
Stirekli degiskenlerde olasilik yogunluk altinda kalan alanla hesaplanir.
Kantil fonksiyonu simiilasyon ve yiizdelikler i¢in kullanihr. Déniigiimlerde
yogunluk Jacobian ile tagimir. Momentler dagilimin seklini 6zetler; MGF ve
karakteristik fonksiyonlar moment, toplam ve dagilim belirleme problemle-
rinde temel araglardir.




Bolim 5
Ortak Dagilimlar ve Bagimlilik

5.1 Gergek Diinya Problemi (Giris)

Bir sigorta girketi miisterinin yag: ile hasar tutarini, bir enerji dagitim sirketi
giinliik sicaklik ile elektrik tiiketimini, bir yatirimer iki hisse senedinin getirilerini,
bir hekim boy ile kiloyu birlikte gozler. Bu problemlerin ortak yani, tek bir
rassal degiskenin degil, iki veya daha fazla degigkenin birlikte davramginin énemli
olmasidir. Tki hisse ayn1 yonde hareket ediyorsa portfoy riski artar; sicaklik ile
tiiketim ters yonlii ise kapasite planlamasi buna goére yapilir.

Tek degiskenli dagilimlar her degigskeni ayr1 ayr1 betimler; fakat degiskenler
arasindaki iligkiyi géremez. Ortak dagilhimlar bu iligkiyi modellemenin matema-
tiksel dilidir. Kovaryans ve korelasyon bu iligkinin yoniinii ve giiciinii tek sayiya
indirger; toplamlarin varyansi, 6rnekleme teorisinin ve portféy analizinin temel
formiiliinii verir.

Bu Boliim Ne Saglar?

Bu boliim, tek degiskenli dagilim dilini iki ve daha ¢ok degiskene tagir. Once
ortak dagilim fonksiyonu, ortak olasilik kiitle ve yogunluk fonksiyonlar ile
marjinal dagilimlar tanimlanir; ardindan rassal degiskenlerin bagimsizligi,
iki degigkenli beklenti, kovaryans, korelasyon, toplamlarin varyansi, iki
degiskenli normal dagilim ve multinom dagilim ele alinir. Buradaki kavram-
lar, 6rnekleme teorisinin, kosullu dagilimlarin ve regresyon diigiincesinin
temelini olugturur.

7
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Amag ve Ogrenme Ciktilar
Bu boliimiin sonunda okuyucu

o ortak dagilim, ortak PMF ve ortak PDF kavramlarini yazabilir ve
kullanabilir,

o ortak dagilimdan marjinal dagilimlar: elde edebilir,

o rassal degigkenlerin bagimsizligini ortak dagilimin ¢arpanlara ayrilma-
siyla ifade edebilir,

o kovaryans ve korelasyonu hesaplayip yorumlayabilir,

o dogrusal birlegimlerin ve toplamlarin varyansini kovaryans terimleriyle
yazabilir,

o iki degiskenli normal dagilimin temel 6zelliklerini ve multinom dagilimi
uygun baglama yerlegtirebilir.

5.2 Ortak Dagilim Fonksiyonu

Iki rassal degiskenin birlikte davranisini betimlemenin en genel yolu, her ikisinin
de belirli egiklerin altinda kalma olasiligimi veren ortak dagilim fonksiyonudur
(Ross, 2019; Hogg et al., 2019).

Tanim 5.1 (Ortak Dagilim Fonksiyonu) X ve Y aym olasilik uzay: iizerinde
tanmiml rassal degiskenler olsun. Her (z,y) € R? igin

Fxy(z,y) =P(X <z,Y <y)
fonksiyonuna X ile Y'nin ortak (birlegik) dagilim fonksiyonu denir.
Teorem 5.1 (Dikdortgen Olasihgi). Her ay < by ve as < by igin
Pla; < X <by, a3 <Y <by) =F(by,b3) — F(a1,b2) — F(by1,a2) + F(a1,as)
olur.

Kanit. {X < b1,Y < by} olayi, dikdortgen bolge ile ti¢ “L bigimli” par¢anin
ayrik birlesimi olarak yazilir. Icerme-diglama uygulanir: F(ay,bs) ve F(b1, as)
gikarildiginda sol alt koge bolgesi iki kez gikarilmig olur; F'(ag, as) geri eklenerek
dikdortgenin olasiligl elde edilir. a

Ornek 5.1 (Tek Degiskenli Fonksiyonlara Indirgeme). y — oo alndiginda
{Y <y} olay tim érnek uzaya yaklasir; dolayisiyla

1i_{n Fxy(z,y) = P(X <z) = Fx(z)
Yy—00
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olur. Ortak dagilim fonksiyonu, tek degiskenli dagilim fonksiyonlarini sinur
davraniginda icerir.

5.3 Kesikli Ortak Dagilimlar ve Marjinaller

Kesikli degigken ciftlerinde ortak davranig, her deger ciftine olasilik atayan
ortak olasilik kiitle fonksiyonuyla verilir. Ortak tablodan tek degiskenin dagili-
mina ge¢me iglemine marjinallestirme denir; adini, tablo kenarlarma (marjlara)
yazilan satir ve siitun toplamlarindan alir (Blitzstein & Hwang, 2019; Ross,
2019).

Tamm 5.2 (Ortak Olasilik Kiitle Fonksiyonu) Kesikli X ve Y i¢in
pxy(z,y) =P(X ==Y =y)

fonksiyonuna ortak olasilik kitle fonksiyonu denir. Bu fonksiyon negatif degildir
ve tiim deger ciftleri tizerinde toplami 1’dir.

Tamm 5.3 (Marjinal PMF) Ortak PMF’si px y olan X degiskeninin marjinal
olasilik Kiitle fonksiyonu

px(z) = ZPX,Y(% Y)

olarak tanimlanir; py benzer bicimde x {izerinden toplanarak elde edilir.

Teorem 5.2 (Marjinalin Gegerliligi). px fonksiyonu tek basina gegerli bir
olasilik Kiitle fonksiyonudur: negatif degildir ve toplama 1 °dir.

Kanat. Negatif olmama, negatif olmayan terimlerin toplamindan gelir. Ayrica
pr(x) = ZZPX,Y(CE,y) =1
T x Yy

olur; ciinkii ¢ifte toplam, ortak PMF’nin tiim kiitlesini toplar. a

Ornek 5.2 (iki Zarin Minimumu ve Maksimumu). ki adil zar atilsin; X = min,
Y = max olsun. © < y i¢in (z,y) ¢ifti iki straly sonugtan, x = y icin tek sonugtan
gelir:

2/36, x <y,
pX,Y(:L'7 y) = 1/367 =Y,
0, T >.

Marjinallestirme ile érnedin px (1) = ZZ:MUX,Y(LZU) =1/36+5-(2/36) =
11/36 bulunur. Ortak tablo, minimum ile maksimum arasindaki gigli bagim-
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Lilgy da gdsterir: px,y(3,1) = 0 olmasi, minimumun maksimumdan biyik
olamamasinin dogrudan ifadesidir.

Marjinal dagilimlar ortak dagilimdan her zaman elde edilir; fakat ters
yonde gecis genel olarak miimkiin degildir. Aym1 marjinal ¢iftine sahip
birbirinden ¢ok farkl ortak dagilimlar vardir. Bagimhilik bilgisi yalniz ortak
dagilimda saklidir.

5.4 Siirekli Ortak Dagilimlar ve Marjinaller

Stirekli degisken ¢iftlerinde olasilik, diizlemdeki bolgeler iizerinde ortak yogun-
lugun integraliyle hesaplanir.

Tanmim 5.4 (Ortak Yogunluk Fonksiyonu) Negatif olmayan bir fx y fonk-
siyonu her (z,y) i¢in

Ty
Fxy(z,y) :/ / fxy(u,v)dvdu

kogulunu saghyorsa fx y fonksiyonuna (X,Y) ciftinin ortak olasilik yogunluk
fonksiyonu denir. Bu durumda diizlemdeki uygun her B bolgesi icin

P((X,Y) € B) ://B fxy(x,y) dedy

olur.

Tamim 5.5 (Marjinal Yogunluk) Ortak yogunlugu fx,y olan X degigkeninin
marjinal yogunlugu

fx(z) = / fxy(z,y)dy
olarak tamimlanir; fy benzer bigimde z iizerinden integralle bulunur.

Ornek 5.3 (Uggen Bolgede Diizgiin Dagilim). (X,Y) ¢ifti 0 < z < y < 1
ticgeninde diizgiin dagilsin. Uggenin alana 1/2 oldugundan ortak yogunluk bu
bolgede fx y(x,y) = 2’°dir. Marjinaller

1 y
fX(x):/ 2dy =2(1—-z), 0<zx<l, fy(y):/ 2dr =2y, O<y<l1
T 0

olur. Ortak dagrlvm diizgiin oldugu halde marjinaller dizgin degildir; kisit bélgesi-
nin bicimi marjinallere egim kazandirir. Bu érnek, kosullu dagilimlar bolimiinde
kosullu yogunluk hesabiyla yeniden ele alinacaktur.
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Ornek 5.4 (Bolge Olasihg). Yukaridaki tiggen modelde P(Y > 2X) olasilg,
y > 2z kisitine saglayan alt bolge tzerinde integraldir:

1/2 1 1/2 e 1
P(Y>2X)=/ / Zdydx:/ 2(1—2$)dx:[2x—2x2]0 =5
0o Joz 0

5.5 Rassal Degiskenlerin Bagimsizlig:

Olaylarin bagimsizligy, rassal degiskenlere ortak dagilimin carpanlara ayril-
masi bigiminde taginir. Bu tanim, rassal érneklem modelinin ve ¢arpim bigimli

olabilirliklerin temelidir (Casella & Berger, 2002; Ross, 2019).

Tanmim 5.6 (Bagimsiz Rassal Degigkenler) X ve Y rassal degiskenleri her
x,y icin

Fxy(z,y) = Fx(z)Fy(y)
kogulunu sagliyorsa bagimsiz adim alir. Kesikli durumda bu kosul px y (z,y) =
px (z)py (y), strekli durumda fx y(z,y) = fx(z)fy (y) esitligine denktir.

Teorem 5.3 (Bagimsizlikta Carpim Beklentisi). X ile Y bagimsiz ve dlgili
beklentiler sonlu ise her uygun g ve h fonksiyonlar: i¢in

E[g(X)h(Y)] = E[g(X) E[A(Y)]
olur. Ozel olarak E[XY] = E[X|E[Y] saglanar.

Kanit. Kesikli durumda ortak PMF carpanlara ayrilir:
Elg(X)(¥)] = 3 3 g(@)h(y) px@py () = (3 g@px () (3 by w)-

Siirekli durumda toplamlarin yerini integraller alir ve ayni ¢arpanlara ayirma
uygulanir. a

Ornek 5.5 (Bagimsizhigin Yogunluktan Okunmasi). fxy(z,y) = 4zy, 0 < x <
1, 0 <y < 1 yogunlugu fx(x) =2x ile fy(y) = 2y carprmina ayrilir; X ve Y
bagimsizdir. Buna karsilik iicgen bolgedeki diizgiin model carpanlara ayrilamaz:
destek bélgesi dikdortgen olmadign icin degiskenler bagimlidir. Destek bolgesi-
nin dikdértgen olmasi bagimsizlugin gerekli (ama tek basina yeterli olmayan)
kosuludur.
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5.6 1ki Degiskenli Beklenti

Tek degiskendeki bilingsiz istatistik¢i yasasi (LOTUS), iki degigkenli fonksiyon-
lara dogrudan genisler; beklentinin dogrusalliginin genel ispat1 da bu genigleme-
den gelir.

Teorem 5.4 (Iki Degiskenli LOTUS). ¢ uygun bir fonksiyon olsun. Kesikli
durumda
E[g(Xa Y)] = Z Zg(xa y) pX,Y(xa y>7
z oy
strekli durumda

Bly(x.v)) = [ h / " g@y) fry (@) dody

olur (ilgili toplam/integral mutlak yakinsadiginda).

Kanat. Tek degiskenli LOTUS kamitindaki gruplama argiimani c¢ifte toplam ve
cifte integral tizerinde aynen tekrarlanir: g(X,Y ) 'nin aldig her degerin olasiligy,
o degeri iireten (x,y) ¢iftlerinin ortak olasihiklarimin toplamidir. a

Teorem 5.5 (Beklentinin Dogrusalligi (Genel Kamt)). Beklentileri sonlu X,Y
ve sabitler a,b i¢cin
E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y]

olur; bagimsizlik gerekmez.

Kanit. g(x,y) = ax + by alimip iki degigskenli LOTUS uygulanir. Cifte toplam
iki parcgaya ayrilir; birinci parcada y, ikinci parcada x iizerinden 6nce toplanarak
marjinaller belirir:

ElaX +bY] = aZa:pX(x) +bepy(y) = aE[X] + bE[Y].

Siirekli durum ayni bicimde integrallerle yiirtitiiliir. a

5.7 Kovaryans

Kovaryans, iki degiskenin ortalamalar: etrafinda ayni yonde mi yoksa ters yonde
mi dalgalandigin 6lger. Pozitif kovaryans birlikte artisi, negatif kovaryans ters
yonlil hareketi gosterir (Ross, 2019; Bertsekas & Tsitsiklis, 2008).

Tanim 5.7 (Kovaryans) E[X] = ux ve E[Y] = py sonlu olsun. X ile Y’nin
kovaryansy
Cov(X,Y) = E[(X — pux)(Y — py)]
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olarak tanimlanir. Ozel olarak Cov(X, X) = Var(X) olur.

Teorem 5.6 (Kovaryansin Hesaplama Formiilil). fkinci momentler sonlu ise
Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y]

olur.

Kanat. Carpim acilir ve beklentinin dogrusalligi uygulanir:
El((X —px)(Y = py)] = E(XY] = py E[X] — uxE[Y ]+ pxpy = E[XY] - pxpy.
O

Teorem 5.7 (Kovaryansin Temel Ozellikleri). Sonlu ikinci momentler altinda
ve sabitler a, b, c i¢cin

Cov(X,Y) = Cov(Y, X), Cov(aX 4+ b, ¢Y +d) = ac Cov(X,Y),

Cov( X+ Z,Y) =Cov(X,Y)+ Cov(Z,Y)

olur; yani kovaryans simetrik ve her iki degiskeninde dogrusaldir. Sabit eklemek
kovaryans: degistirmez.

Kanit. Her 6zellik, tanimin agilip beklentinin dogrusalliginin uygulanmasiyla
dogrudan elde edilir. Sabitler merkezleme sirasinda diiger; 6lcek carpanlar: digar:
gikar; toplam, merkezlenmis terimlerin toplamina dagilir. a

Teorem 5.8 (Bagimsizlik Kovaryans: Sifirlar). X dle Y bagimsiz ve ikinci
momentler sonlu ise Cov(X,Y) =0 olur.

Kanit. Bagimsizlikta E[XY] = E[X]E[Y] oldugundan hesaplama formiilii
Cov(X,Y) = 0 verir. O

Ornek 5.6 (Kovaryansi Sifir Ama Bagimh). X degiskeni —1,0,1 degerlerini esit
olasilikla alsin ve Y = X? olsun. E[X] = 0 ve E[XY] = E[X?] = 0 oldujundan
Cov(X,Y) = 0’der. Oysa Y, X ’in fonksiyonudur; degiskenler giicli bi¢imde
bagimlidir. Kovaryans yalniz dogrusal iliskiyi olcer; sifir kovaryans bagimsizitk
anlamina gelmez.

“Bagimsizlik = kovaryans sifir” ¢ikarimi tek yonliidiir. Ters yon yalniz
ozel ailelerde (6rnegin iki degiskenli normal dagilimda) gegerlidir. Sifir
kovaryans1 bagimsizlik kaniti olarak kullanmak yaygin bir modelleme hata-
sidir.
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5.8 Korelasyon Katsayisi

Kovaryans 6lgek birimine baghdir: uzunluk metreden santimetreye gevrildiginde
kovaryans 100 katina ¢ikar. Korelasyon katsayisi, kovaryansi standart sapmalara
bolerek birimsiz ve [—1, 1] araligina sikigtirilmig bir iligki 6l¢iisii verir.

Tanim 5.8 (Korelasyon Katsayis1) ox,oy > 0 olmak iizere

Cov(X,Y)

00X 0y

p(X,Y) = Corr(X,Y) =

oranina korelasyon katsayist denir.

Teorem 5.9 (Korelasyonun Siirhihigi). Sonlu ikinci momentler altinda

olur. Ayrica |p| = 1 olmase, olasilik 1 ile Y = aX + b bigiminde tam dogrusal
bir iliskinin varligina denktir (p =1 i¢ina >0, p=—1 i¢in a < 0).

Kamt. U =X — ux, V=Y — py olsun. Her gercek t icin E[(U — tV)?] > 0
yazilir; bu ifade t’ye gore

o2t —2Cov(X,Y)t + 0%

polinomudur. Higbir ¢’de negatif olmamasi diskriminantin pozitif olamamasini
gerektirir: Cov(X,Y)? < 0% 0%, yani |p| < 1. (Bu, Cauchy-Schwarz esitsizliginin
merkezlenmis bigimidir; egitsizlik olasilik egitsizlikleri boliimiinde genel haliyle
yeniden ele alimacaktir.) [p| = 1 ise diskriminant sifirdir ve polinomun g¢ift
kath kokii t* icin E[(U — t*V)?] = 0 olur; beklenen degeri sifir olan negatif
olmayan degigken olasilik 1 ile sifirdir, dolayisiyla U = t*V ve Y, X’in dogrusal
fonksiyonudur. O

Yorum:
Korelasyon dogrusal iligkinin giictini ve yonini olcer; nedensellik soylemez.
Ayrica p? degeri, en iyi dogrusal tahminin acikladig1 degiskenlik orani olarak
yorumlanir; bu yorum kogullu beklenti boliimiindeki en iyi dogrusal tahmin
teoremiyle kesinlegir.

Ornek 5.7 (Olgek Degismezligi). p(aX + b, ¢Y + d) = sgn(ac) p(X,Y) olur;
¢linkii kovaryans ac ile, standart sapmalar |a| ve |c| ile ¢arpilar. Boy santimetreyle
ya da metreyle 6l¢iilsiin, boy—kilo korelasyonu degismez.
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5.9 Dogrusal Birlesimlerin ve Toplamlarin Varyansi

Tek degiskende Var(aX +b) = a? Var(X) kurali vardi. Tki ve daha ok degiskende
varyans, kovaryans terimleriyle genigler; bu formiil 6érnekleme teorisinin ve
portfoy riskinin temel hesabidir.

Teorem 5.10 (Dogrusal Birlegimin Varyansi). Sonlu ikinci momentler altinda
Var(aX +bY) = a® Var(X) + b Var(Y) + 2ab Cov(X,Y)

olur. Daha genel olarak

Var (i Xi> = iVar(Xi) + 22 Cov(X;, X;).

i<j

Kamit. Var(aX + bY) = Cov(aX + bY, aX + bY) yazilir ve kovaryansimn iki
degiskendeki dogrusalligi uygulanir; dért terim a? Var(X), b? Var(Y') ve iki kez
ab Cov(X,Y') verir. Genel toplam i¢in ayni agihm tiim ¢iftlere uygulanir: kdgsegen
terimler varyanslari, kosegen disi terimler kovaryanslar: tiretir. a

Sonug 5.1 (Bagimsiz Toplamda Varyanslarin Toplanmasi). Xy, ..., X, ikiserli
bagimsiz (dolaysiyla kovaryanslary sifir) ise

Var (i Xz) = i Var(Xz)

olur. Ornekleme teorisindeki Var(X) =02 /n sonucu bu kuraln dogrudan uygu-
lamasidur.

Ornek 5.8 (iki Hisseli Portfsy). Iki hissenin getirileri X veY; ox = oy = 0.20
ve agqurliklar esit (a = b = 0.5) olsun. Portfoy getirisi R = 0.5X + 0.5Y i¢in

Var(R) = 0.25(0.04) + 0.25(0.04) + 2(0.25) Cov(X,Y) = 0.02 + 0.5 Cov(X,Y).
p =1 ise Var(R) = 0.04 (¢esitlendirme yarar saglamaz); p = 0 ise Var(R) =

0.02; p = —1 ise Var(R) = 0 olur. Cegitlendirmenin riski azaltmasi, matematik-
sel olarak kovaryans teriminin kii¢ilmesidir.

Yorum:

Iadesiz 6rneklemede gozlemler arasinda negatif kovaryans olusur; toplamin
varyans formiiliindeki kovaryans terimleri bu nedenle 6rneklem ortalama-
smn varyansini kiiciiltiir. Ornekleme teorisi béliimiindeki sonlu anakiitle
diizeltme carpani (N —n)/(N — 1), tam olarak bu negatif kovaryans terim-
lerinin toplanmasindan dogar.
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5.10 Iki Degiskenli Normal Dagilim

Siirekli ortak modellerin en 6nemlisi iki degigkenli (bivariat) normal dagilimdir.
Olclim hatas: ciftleri, boy—kilo tiir{i antropometrik veriler ve varlik getirileri
i¢in klasik modeldir (Casella & Berger, 2002; Hogg et al., 2019).

Tamim 5.9 (iki Degiskenli Normal Dagilim) px,uy € R, ox,0y >0 ve
—1 < p < 1 i¢in ortak yogunluk

1
f(’rvy) = QWUXaYm exp{fQ(Q:,y)},
_ 1 (z—px)?  2p(z—px)(y—py)  (y—py)?
Q(xay) - 2(1 - p2) 0_3( - oxOy + O'%/

olan (X,Y) ciftine iki degiskenli normal dagilumle denir. Buradaki p parametresi
tam olarak Corr(X,Y’) degeridir.

Teorem 5.11 (Temel Ozellikler). (X,Y) iki degiskenli normal ise:

1. Marjinaller normaldir: X ~ N(ux,0%) ve Y ~ N(uy,0%).

2. Her dogrusal birlesim aX + bY normal dagilimlidar.

3. p=0ise X ileY bagimsizdur; yani bu ailede sifir korelasyon bagimsizlhiga
denktir.

Kanat. (1) ve (2), ustel ifadedeki karesel formun kare tamamlamayla ayrigtiril-
mas1 ve i¢ degisken iizerinden integralin standart normal integrale indirgenme-
siyle elde edilir. (3) i¢in p = 0 kondugunda ¢apraz terim diiger ve yogunluk

]. 2 2 ]_ 2 2
- = (e—px)?/(20%) —(y—py)*/(20y)
T,y) = e . e
f(z.) ox V2w oyV2m
bi¢iminde marjinallerin ¢arpimina ayrilir; bu, bagimsizligin tanimidir. a

Teorem 5.12 (Kogullu Dagihm ve Regresyon Dogrusu). (X,Y) iki degiskenli
normal ise X = x verildiginde Y 'nin kosullu dagilima yine normaldir:

o
VIX=o~ N (420 ). o1 02).

Kosullu ortalama x’in dogrusal fonksiyonudur; bu dogru, klasik regresyon dogru-
sudur.

Kanit. Kogullu yogunluk, ortak yogunlugun marjinale boliinmesiyle elde edilir.
Ustel ifadede y'ye gére kare tamamlandiginda, ortalamasi py +p(oy /ox ) (x—px)
ve varyansi 0% (1 — p?) olan normal yogunluk kalir. Ayrmmtili cebir kogullu
dagilimlar boliimiindeki kogullu yogunluk taniminin dogrudan uygulamasidir.

O
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Ornek 5.9 (Boy ve Kilo). Bir yetiskin grubunda boy X ~ N (170, 102) (cm),
kiloY ~ N(75, 12%) (kg) ve p = 0.6 olsun. Boyu 185 cm olan bir kiside beklenen
kilo

12
E[Y | X =185 =754 0.6 E(l&’) —170) = 75+ 10.8 = 85.8 kg,

kosullu standart sapma 12+/1 — 0.36 = 9.6 kg olur. Bilgi (boy) geldikee belirsizlik
12°den 9.6 'ya diiser; azalma orani 1 — p? ile belirlenir.

Marjinallerin her ikisinin normal olmasi, ortak dagilimin iki degiskenli
normal oldugunu garanti etmez. Marjinalleri normal olan fakat ortak yapisi
normal olmayan ciftler kurulabilir. Tki degiskenli normallik, ortak yogunlu-
gun kendisine iligkin bir varsayimdir.

5.11 Multinom Dagilim

Binom dagilimi iki kategorili denemeleri sayar. Sonuglar: {i¢ veya daha ¢ok kate-
goriye diigen bagimsiz denemelerde kategori sayilarinin ortak dagilimi multinom
dagilimdir; kombinatorik temeli multinom katsayilaridir (Feller, 1968).

Tanim 5.10 (Multinom Dagilim) Her denemenin k kategoriden birine
D1, - -, olasiiklaryla (3, p; = 1) diistiigi n bagimsiz deneme yapilsin. Nj,
7’inci kategorideki deneme sayisi olsun. n1 + - - - +ng = n olan her deger atamasi
icin

n!

P(Nv=nu,..., N = np) = ..nklp?lpﬁzmpzk

’I’L1!’I’Lg!-
olur ve (Ny,..., Ni) ~ Multinom(n; p1, ..., px) yazilir.

Teorem 5.13 (Marjinaller ve Kovaryans Yapisi). (Ny,...,Np) ~
Multinom(n; p1, ..., pr) ise her i # j igin

N; ~ Bin(n, p;), Cov(N;, Nj) = —np; pj.

Kanat. Yalmz i’inci kategoriye odaklanildiginda her deneme “kategori ¢ / diger-
leri” ikilisine iner; dolayisiyla N; ~ Bin(n,p;). Kovaryans icin gosterge degisken-
leri kullanilir: I,(,i), m’inci denemenin ¢ kategorisine diigtiigiiniin gdstergesi olsun.
Ayni1 deneme iki farkh kategoriye birden diigemeyeceginden E[T Org )] = 0; farkh

denemeler bagimsiz oldugundan IE[I,({? I T(i,)] = p;p; (m # m’). Buradan
E[NiN;] = n(n—=1)pip;,  Cov(Ni, Nj) = n(n—1)pip;—(npi)(np;) = —npip;

elde edilir. Negatif isaret dogaldir: toplam n sabitken bir kategorinin fazla
dolmasi digerlerinin payin azaltir. a
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Ornek 5.10 (Ug Kategorili Anket). Bir soruya evet, hayir, kararsiz cevaplar
0.5, 0.3, 0.2 olasiliklariyla verilsin ve n = 100 kisiye sorulsun. Tam olarak 55
evet, 28 hayir ve 17 kararsiz gozlenme olasilign

100!

s=rogi T (00)7(0.3)(02)7

olur. Ayrica Cov(Neyet, Npayr) = —100(0.5)(0.3) = —15: evet sayse arttikca
hayir sayst sistematik olarak azalir.

5.12 Ornek Veri Tablosu ve Yazilim Coziimleri

Asagidaki kiiglik veri seti, beg iirtinde reklam harcamasi (z, bin TL) ile satig
tutarm (y, bin TL) temsil etsin.

Urin|1 2 3 4 5
z |2 46 810
y |30 45 50 70 80

Orneklem ortalamalar1 £ = 6 ve jj = 55’tir. Orneklem kovaryansi ve korelas-
yonu, sapma c¢arpimlarinin toplamindan hesaplanir:

Sey = 7 Z(T/i —z)(yi —y) = = 62.5, r= 2T~ 0.988.

i=1 Sy
Korelasyonun 1’e ¢ok yakin olmasi, reklam ile satig arasinda giicli ve pozitif
dogrusal iligkiyi gosterir.

x <- c(2, 4, 6, 8, 10)

y <- c(30, 45, 50, 70, 80)
cov(x, y)

cor(x, y)

Python Coziimii

import numpy as np

X

y

np.array([2, 4, 6, 8, 10])
np.array([30, 45, 50, 70, 80])

kovaryans = np.cov(x, y, ddof=1) [0, 1]
korelasyon = np.corrcoef(x, y) [0, 1]
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print (kovaryans, korelasyon)

5.13 Gorsellestirme ve Grafikler

Korelasyonun igareti ve giicii, sagihim grafiginde noktalarin bir dogru etrafinda
ne kadar siki toplandigiyla goriiliir.

T T
p > 0: aym1 yonli hareket p < 0: ters yonli hareket

Sekil 5.1 Sacilim grafikleri: pozitif korelasyonda noktalar artan, negatif korelasyonda
azalan bir dogru etrafinda toplanir. |p| biiytidiikge noktalar dogruya yaklagir.

Dikkat: Kavram Yanilgisi
Sifir kovaryans bagimsizlik demek degildir. Kovaryans yalmiz dogrusal
iligkiyi 6lger; Y = X2 gibi dogrusal olmayan tam bagimlihk durumlarinda
kovaryans sifir olabilir.

Kendini Dene:

Ara Kontrol: Bir ortak dagilimdan marjinaller bulunabilir; fakat yalniz
marjinallerden ortak dagilim genellikle neden belirlenemez?

5.14 Boliim Sonu Co6ziimlii Problemler

1. pxy(x,y) ortak PMF tablosu p(0,0) = 0.3, p(0,1) = 0.2, p(1,0) = 0.1,
p(1,1) = 0.4 olsun. px (1) ve py (1) degerlerini bulun.
Coziim. px (1) = p(1,0) +p(1,1) = 0.1 + 0.4 = 0.5 ve py (1) = p(0,1) +
p(1,1) = 0.2+ 0.4 = 0.6.
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Yukaridaki tabloda X ile Y bagimsiz midir?

Coziim. p(1,1) = 0.4 fakat px(1)py (1) = 0.5-0.6 = 0.3 # 0.4. Carpanlara
ayrilma tek bir hiicrede bile bozuldugundan degiskenler bagimlidir.

Ayni tablo i¢in Cov(X,Y") degerini hesaplayin.

Coziim. E[X] = 0.5, E[Y] = 0.6 ve E[XY] = 1-1-p(1,1) = 0.4. Dolayisiyla

Cov(X,Y) = 0.4 — (0.5)(0.6) = 0.1.

. fxy(zy) =cay, 0 <z <1,0 <y <1 yogunlugunda ¢ sabitini bulun ve

bagimsizligi inceleyin.

Coziim. folfol xydx dy = 1/4 oldugundan ¢ = 4. Yogunluk fx (z)fy(y) =
(22)(2y) bigiminde garpanlara ayrildig: igin X ile Y bagimsizdir.

(X,Y), 0 <z <y < 1 tggeninde diizgiin dagilsin (f = 2). P(X < 1/4)
olasiigini marjinal yogunlukla bulun.

Coziim. fx(z) =2(1 — z) oldugundan

P(X < 1/4)/1/42(1:c)dz [2:1:—@2}1/4— 1
0

1
o 2 16 16
Var(X) =9, Var(Y) =16 ve Cov(X,Y) =6 ise Var(X +Y) ve Var(X - Y)
nedir?
Coziim. Var(X+Y) = 9+16+2(6) = 37 ve Var(X —Y) = 9+16—2(6) = 13.
ox =3, 0y =4 ve Cov(X,Y) = 6 ise korelasyon katsayisi nedir?
Coziim. p=6/(3-4) =0.5.
Y =3X +2ise p(X,Y) nedir?
Coziim. Cov(X,Y) = 3Var(X) ve oy = 3ox oldugundan
p=30%/(30%) = 1. Tam artan dogrusal iliski p = 1 verir.
X degiskeni —1,0,1 degerlerini esit olasilikla alsmm ve Y = X? olsun.
Cov(X,Y) degerini bulun ve sonucu yorumlayin.
Coziim. E[X] =0 ve E[XY] = E[X3] = (=14 0+ 1)/3 = 0 oldugundan
Cov(X,Y) = 0. Buna ragmen Y, X tarafindan tamamen belirlenir: sifir
kovaryans bagimsizlik demek degildir.
Iki hissenin getirileri icin ox = oy = 0.2 ve p = —0.5 olsun. Esit agirlikhi
portfoy R =0.5X + 0.5Y i¢in Var(R) nedir?
Coziim. Cov(X,Y) = poxoy = —0.02 olur.

Var(R) = 0.25(0.04) + 0.25(0.04) 4 2(0.25)(—0.02) = 0.02 — 0.01 = 0.01.

Negatif korelasyon, tek hissenin varyansi 0.04’i portféyde 0.01’e indirir.
(X,Y) iki degigkenli normal; ux = 50, py = 100, cx = 5, oy = 20 ve
p = 0.8 olsun. E[Y | X = 55] ve Var(Y | X = 55) degerlerini bulun.
Coziim.

20
E[Y | X =55 = 100 + 0.8 (55 — 50) = 100 + 16 = 116,



5.15 Boliim Sonu Aligtirmalar: 91

12.

Var(Y | X = 55) = 20%(1 — 0.64) = 144.

(N1, N3, N3) ~ Multinom(60; 0.5, 0.3, 0.2) olsun. E[N;], Var(Nz) ve
Cov(Ny, N2) degerlerini bulun.

Coziim. Marjinal Ny ~ Bin(60,0.3) oldugundan E[N3] = 18 ve Var(Nz) =
60(0.3)(0.7) = 12.6. Kovaryans yapisindan Cov(Ny, No) = —60(0.5)(0.3) =
-9.

5.15 Boliim Sonu Aligtirmalar:

Bu aligtirmalar, ortak dagilim tablolarini, marjinallegtirme ve kosullama iglem-
lerini, bagimsizlik testini, kovaryans—korelasyon hesaplarini ve ¢ok degiskenli
model yorumlarimi pekigtirmek i¢in ii¢ diizeyde diizenlenmigtir. Cevaplar ve kisa
¢oziim ipuclar: Ekler boliimiindeki Cevap Anahtari'nda verilmistir.

Temel Diizey

B1.
B2.
B3.

B4.
B5.

Ortak PMF p(0,0) = 0.2, p(0,1) = 0.3, p(1,0) = 0.1, p(1,1) = 0.4 olsun.
px(0) ve py (0) degerlerini bulunuz.

Aym ortak PMF i¢in P(X =1,Y = 1) ile P(X = 1)P(Y = 1) degerlerini
kargilagtirarak bagimsizligi inceleyiniz.

E[X] =2, E[Y] =5 ve E[XY] =12 ise Cov(X,Y) degerini hesaplayimaz.
Var(X) =4, Var(Y) = 9 ve Cov(X,Y) = 3 ise Var(X +Y) degerini bulunuz.
ox =2, 0y =5 ve Cov(X,Y) = —4 ise korelasyon katsayisim hesaplayiniz.

Orta Diizey

I1.

I2.
I3.

4.
I5.

fxy(z,y) =¢,0<z<1,0 <y < 2 bolgesinde ortak yogunluk olsun. ¢
degerini ve P(X < 1/2,Y > 1) olasiligin1 bulunuz.

Ixy(z,y) =62y%, 0 <2 <1,0<y<1olsun. X ve Y bagimsiz midir?
Ortak PMF p(0,0) = 0.1, p(0,1) = 0.2, p(1,0) = 0.3, p(1,1) = 0.4 olsun.
P(Y =1] X =1) degerini bulunuz.

Var(X) =1, Var(Y) =4 ve p = —0.5 ise Var(2X —Y) degerini hesaplayimiz.
X ve Y bagimsiz, E[X]| =1, E[Y] =3, Var(X) =2, Var(Y) = 5 ise E[XY]
ve Var(X +Y) degerlerini bulunuz.
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fleri Diizey

Al.
A2.
A3.
Ad.

A5.

5.

(X,Y), 0 <z <y <1 iiggeninde diizgin dagilsmn. fy (y) marjinal yogunlu-
gunu bulunuz.

X degiskeni —1 ve 1 degerlerini esit olasilikla alsin, ¥ = X2 olsun. X ve Y
bagimsiz midir? Kovaryansla birlikte yorumlayiniz.

(X,Y) iki degigkenli normal; px = 10, uy =20, ox =2, oy =5, p=0.6
olsun. E[Y | X =12] ve Var(Y | X = 12) degerlerini bulunuz.

(N1,No, N3)  ~  Multinom(100;0.2,0.5,0.3) i¢in Cov(Ny,N3) ve
Corr(Ny, N3) degerlerini hesaplayimiz.

X ve Y bagimsiz standart normal degigkenler olsun. U = X +Y ve V = X —
Y igin Cov(U, V) degerini bulunuz ve normal varsayimi altinda bagimsizlik
hakkinda yorum yapiniz.

16 Kaynak Notu

Bu boliimdeki ortak dagilim, marjinallegtirme, bagimsizlik, kovaryans, kore-
lasyon ve toplamlarin varyansi sunumu; Ross (2019), Hogg, McKean ve Craig
(2019), Blitzstein ve Hwang (2019), Bertsekas ve Tsitsiklis (2008) ve Casella
ve Berger (2002) ¢izgisindeki klasik olasilik ve matematiksel istatistik kaynak-
lariyla uyumludur. ki degigkenli normal dagilim ve kosullu regresyon yapisi
Casella ve Berger (2002) ile Hogg, McKean ve Craig (2019); multinom dagilimin
kombinatorik temeli ve kovaryans yapisi Feller (1968); ortak dagilimlarin 6l¢ii-
teorik gergevesi Billingsley (1995) ve Grimmett ve Stirzaker (2020) izlenerek
verilmigtir.

Ozet:

Ortak dagihimlar, iki veya daha ¢ok rassal degiskenin birlikte davranigini
betimler; marjinal dagilimlar ortak dagilimdan toplanarak ya da integralle
elde edilir, fakat tersi miimkiin degildir. Bagimsizlik, ortak dagilimin mar-
jinallerin ¢arpimina ayrilmasidir. Kovaryans dogrusal birlikteligin yontinii,
korelasyon ise birimsiz giiciinii 6lger; sifir kovaryans bagimsizlik anlamina
gelmez. Toplamlarin varyansi kovaryans terimleriyle genigler ve 6rnekleme
teorisi ile portfoy analizinin temel formiiliinii verir. Tki degiskenli normal
dagilimda kosullu ortalama dogrusaldir ve sifir korelasyon bagimsizliga
denktir; multinom dagilim ¢ok kategorili sayimlarin ortak modelidir.




Bolim 6
Ornekleme Teorisi ve Ornekleme
Dagilimlari

6.1 Gergek Diinya Problemi (Giris)

Bir fabrikanin {irettigi tiim ampullerin ortalama émriini, bir {iilkedeki tiim
secmenlerin oy tercihlerini veya bir hastanenin tiim hastalarinda ortalama
iyilesme siiresini ¢ogu zaman tek tek gézleyemeyiz. Bunun yerine anakiitleden
secilen smirli sayida gozlemle calisiriz. Temel soru sudur: Sadece 6rneklem
verisine bakarak anakiitle hakkinda ne kadar giivenilir bilgi iiretebiliriz?

Bu Boéliim Ne Saglar?

Bu béliim, anakiitle-6rneklem ayrimindan baglayarak rassal 6rneklem, ista-
tistik, ornekleme dagilimi, 6rneklem ortalamasi, 6rneklem varyansi, standart
hata, sonlu anakiitle diizeltmesi, sirali istatistikler, normal anakiitlede ke-
sin dagilimlar ve biiyiik 6rneklem yaklagimlarini sistematik bigimde ele
alir. Amag, cikarimsal istatistigin temelindeki “istatistigin dagilimi” fikrini
olasilik kurami i¢inde acik hale getirmektir.

Amag ve Ogrenme Ciktilar
Bu boliimiin sonunda okuyucu

anakiitle, 6rneklem, parametre ve istatistik kavramlarini ayirt edebilir,
rassal orneklemin ortak dagilimini yazabilir,

orneklem ortalamasi ve érneklem varyansinin beklenen deger ve var-
yansini hesaplayabilir,

standart hata ve sonlu anakiitle diizeltmesini yorumlayabilir,

normal anakiitlede X, 52, Z, t ve x? dagilimlarimn nasil ortaya ciktigini
agiklayabilir,

merkezi limit teoremini 6rnekleme dagilimlarina uygulayabilir.

93



94 6 Ornekleme Teorisi ve Ornekleme Dagilimlar

6.2 Anakiitle, Orneklem ve Istatistik

Istatistiksel ¢ikarimda anakiitle ilgilenilen tiim birimleri, 6rneklem ise anakiitle-
den gozlenen simirh alt kiimeyi temsil eder. Anakiitleye ait bilinmeyen sayisal
ozelliklere parametre, 6rneklemden hesaplanan sayisal degerlere istatistik denir.
Bu ayrim, olasilik modelinden istatistiksel gikarima gegisin temelidir (Hogg,
McKean & Craig, 2019; Ross, 2019).

Tanim 6.1 (Anakiitle ve Parametre) Ilgilenilen tiim birimlerin olusturdugu
topluluga anakiitle denir. Anakiitle dagihminin ortalamasi j, varyansi o2, orani

p gibi sabit fakat ¢ogu zaman bilinmeyen niceliklere parametre denir.

Tanim 6.2 (Orneklem ve Istatistik) Anakiitleden gézlenen X1, ..., X, ras-
sal degiskenlerine 6rneklem denir. Orneklemden hesaplanan ve bilinmeyen para-
metre icermeyen her fonksiyona istatistik denir:

T =T(X1,...,Xn).

Ornek 6.1 (Ortalama Omiir). Bir ampul diretim hattinda anakiitle, tiretilen tim
ampullerin émir dagilvmadir. Anakiitle ortalamast p bilinmeyen parametredir.
Sec¢ilen n ampulin émirleri Xq,..., X, ise

-

3|~
™
o

orneklem ortalamast adly bir istatistiktir.

Parametre sabit, istatistik rassaldir. Ciinkii parametre anakiitle dagili-
mimin 6zelligidir; istatistik ise secilen érnekleme gore degisir. Ornekleme
dagilimi fikri bu ayrimdan dogar.

Orneklemin anakiitle dagilimini ne élgiide temsil ettigini gosteren en dogrudan
istatistik, gozlemleri basamak basamak biriktiren ampirik dagilim fonksiyonudur.
Bu fonksiyon hem grafiksel betimlemenin hem de bir¢ok dayanikli yontemin
temelidir (Wasserman, 2004; van der Vaart, 1998).

Tamim 6.3 (Ampirik Dagilim Fonksiyonu) X;,..., X,, 6rneklemi i¢in am-
pirik dagilhim fonksiyonu

1 n
Fo(z) =~ Z 1{X; <z}
i=1
olarak tanimlanir; yani z’ten kiigiik veya esit gozlemlerin oranidir.

Teorem 6.1 (Ampirik Dagilimin Yansizhigl). Her sabit x icin nF,(z) ~
Bin(n, F(z)) olur ve
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saglanar.

Kamt. Sabit z i¢in 1{X; < z} degigkenleri bagimsiz Bernoulli( F'(z)) dir; ¢iinkii
P(X; < x) = F(z). Bagumsiz Bernoulli gostergelerinin toplami binom da-
gilir. Binom ortalamasi nF'(x) ve varyanst nF(x)[1 — F(z)] oldugundan n’e
boliindiigiinde verilen degerler elde edilir. ad

Ornek 6.2 (Ampirik Oranin Tahmini). Bir arabiktaki gézlem oram, o arahgin
gercek olasiliginy yansiz olarak tahmin eder. Ornegin n = 200 gézlemden 150 si
bir esigin altindaysa F),(esik) = 0.75 olur ve bu, F(egik) i¢in dogal bir tahmindir.

6.3 Rassal Orneklem

Olasilik kuraminda en temel 6rnekleme modeli bagimsiz ve aym dagihimh
gozlemlerden olusan rassal 6rneklemdir. Bu varsayim, her gozlemin ayni anakiitle
dagilimindan geldigini ve gbézlemler arasinda olasiliksal bagimhlik bulunmadigim
sOyler.

Tanim 6.4 (Rassal Orneklem) X, ..., X, rassal degiskenleri bagimsiz ve
ayni dagilima sahipse bu diziye biiyiikligi n olan rassal 6rneklem denir. Ortak
dagilim kesikli durumda

PXi=m,....X, =a,) = Hp(xi),

surekli durumda ise

fxix, (@1, an) = H f(i)

seklindedir.

Ornek 6.3 (Bernoulli Orneklemi). Bir drinin kusurlu olup olmadigr X; ile
gosterilsin. Kusurlu trin i¢cin X; = 1, saglam dirin icin X; = 0 alvmrsa X; ~
Bernoulli(p) olur. Bagimsiz n drin incelendiginde Xy, ..., X, bir Bernoulli
orneklemidir.

Teorem 6.2 (Rassal Orneklemin Olabilirlik Cekirdegi). X1,..., X, yogunlugu
veya olasilik fonksiyonu f(x;0) olan bir dagilimdan rassal érneklem olsun.
Gozlenen x1, ..., x, i¢in ortak model

LO;zq,...,2,) = Hf(xi;ﬁ)
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bicimindedir.

Kanit. Rassal 6rneklem tanimi geregi gozlemler bagimsizdir ve her biri aym
f(z;0) modeline sahiptir. Bagimsiz rassal degiskenlerin ortak dagilimi marjinal
dagilimlarin ¢arpimi oldugundan sonug elde edilir. a

Rassal orneklemlerin dogrusal birlegsimlerinin dagilimini bulmada moment
iireten fonksiyon giiclii bir aractir. Ozellikle normal érneklemde toplamin yine
normal olmasi, érnekleme teorisinin pek ¢ok kesin sonucunun kaynagidir (Casella
& Berger, 2002).

Teorem 6.3 (Bagimsiz Normallerin Dogrusal Birlegimi). X; ~ N(u;,0?) ba-
gimsiz ve ay, .. ., a, sabitler olsun. Bu durumda

n n n
Z%‘Xz‘ ~ N(Z Qifhi, Za?o?)
i=1 i=1 i=1

olur.

Kamit. N(u;,0?) degiskeninin moment iireten fonksiyonu exp(u;t + o7t?/2)dir.
Bagimsizlik nedeniyle Y a; X;'nin MGF’si bireysel MGF’lerin ¢arpimidir:

Hexp(az,uzt+% aZo ftz) *exp(tZaszr 25 a?o )

Bu, belirtilen parametreli normal dagilimin MGF’sidir; MGF tekilligiyle sonug
kanitlanir. O

Ornek 6.4 (iki Bagimsiz Olgiimiin Farki). X ~ N(10,4) ve Y ~ N(8,9)
bagimsiz ise X =Y ~ N(10—8, 4+9) = N(2,13) olur. Farkin standart sapmas:
V13 ~ 3.61 dir.

6.4 Ornekleme Dagilimi

Bir istatistik 6rneklemden 6rnekleme degistigi i¢in kendisinin de bir olasilik
dagilimi vardir. Bu dagilima érnekleme dagilimi denir. Giiven araliklari, hipotez
testleri ve tahmin edici degerlendirmeleri bu dagilimlar {izerine kurulur.

Tanim 6.5 (Ornekleme Dagilimi) T = T(Xy,..., X,,) bir istatistik olsun.
T’nin olasilik dagilimina érnekleme dagilimi denir.

Ornek 6.5 (Yazi-Tura Oran1). n kez atilan adil olmayan bir paranin yaz gelme
olasilsge p olsun. X; ~ Bernoulli(p) ve

i

:M—‘
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orneklem oranadar. > X; ~ Bin(n,p) oldugundan p yalnizea 0,1/n,2/n,...,1
degerlerini alir ve érnekleme dagilime binom dagilimandan tiretilir.

Orneklem 1 T
- Orneklem 2 To ——{ T’nin dagilimi
Orneklem 3 T3

Sekil 6.1 Ornekleme dagilimi: aym anakiitleden alman her érneklem bir istatistik degeri
iretir; bu degerlerin dagilimi 6rnekleme dagilimidir.

6.5 Orneklem Ortalamasimin Dagilimi

Orneklem ortalamasi, anakiitle ortalamasini tahmin etmek icin en temel istatis-
tiktir. Dagilimi tam olarak her zaman kolay bulunmasa da beklenen degeri ve
varyansi oldukca genel kogullarda hesaplanabilir.

Teorem 6.4 (Orneklem Ortalamasinin Beklenen Degeri ve Varyansi).
X1,..., X, ortalamasi pu ve varyans: o> < oo olan bir anakiitleden rassal
orneklem olsun. O halde

o2
E(X) = u, Var(X):?.

Kanit. Beklenen degerin dogrusalligiyla

E(X)=E (iix) = :LG:E(X,) =

Bagimsizlik nedeniyle toplamin varyansi varyanslarin toplamidir:

2

Var(X) = Var ( ZX) 12 zn:Var(XZ) -

O

Tanim 6.6 (Standart Hata) Bir istatistigin 6rnekleme dagihminin standart
sapmasina standart hata denir. Orneklem ortalamasi icin

SE(X) = %

olur.
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Yorum:

Orneklem biiyiikliigii dort katina ¢ikarildiginda ortalamanin standart hatasi
yariya iner. Bu nedenle 6rneklem biiyiikliigiinii artirmanin getirisi dogrusal
degil, karekok hizindadir.

Ornek 6.6 (Standart Hatanin Hesabi). Anakiitle standart sapmasi o = 20 olsun.
n = 25 igin SE(X) = 20/v/25 = 4; n = 100 i¢in SE(X) = 20/v/100 = 2 olur.
Orneklem dort katina ¢iktiginda standart hata yarwa inmistir. Ayna kesinligi iki
katina ¢ikarmak icin drneklemi dért katina ¢ikarmak gerekir.

6.6 Orneklem Varyansi

Anakiitle varyansi bilinmediginde degigkenligi 6rneklemden tahmin ederiz. Bu
amacla paydada n yerine n — 1 kullanan 6rneklem varyansi temel rol oynar.

Tanmim 6.7 (Orneklem Varyansi) Xi,..., X, orneklemi icin érneklem var-
yansl
1 <& _
2 2
= XZ —
n—1 ;< )

olarak tanimlanir.

Teorem 6.5 (Orneklem Varyansmin Yansizhgl). Xi,..., X, ortalamasi p ve
varyansy o < oo olan bir anakiitleden rassal érneklem olsun. O halde

EB(S%) = o%

Kanait. Temel ayrigim

seklindedir. Beklenen deger alinirsa

n 2
E|Y (X, - X)?| =no® —nZ = (n—1)o>.
;( ) ] no® —n—=(n—1)o
Her iki taraf n — 1’e béliindiigiinde F(S?) = o2 bulunur. O

Hesaplamada 6rneklem varyansi ¢ogu zaman sapmalarin karesini tek tek
toplamak yerine kareler toplami tizerinden bulunur. Bu 6zdeglik hem elle hem
de yazihimla hesabi kolaylagtirir (Mood, Graybill & Boes, 1974).
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Teorem 6.6 (Orneklem Varyansimin Hesaplama Formiilii).

n

SX - X =YXk
i=1

i=1

olur; dolayisiyla

n —

i=1
Kanit. Kareyi agalim:
DX —X)?=> X7 -2X> X;+nX>

> Xi= nX yerine konursa orta terim —2nX? olur ve ifade >, X2 - nX?ye
sadelesir. 0

Ornek 6.7 (Sayisal Orneklem Varyansi). 5,7,9 gdzlemleri iin X =7, Y X? =
25 4+ 49 + 81 = 155 ve nX? = 3-49 = 147 olur. Buradan kareler toplam
155 — 147 =8 ve

bulunur.

6.7 Sonlu Anakiitleden Ornekleme

Bazi uygulamalarda anakiitle sonludur ve 6rnekleme iadesiz yapilir. Bu durumda
gozlemler bagimsiz degildir; 6rneklem ortalamasinin varyansi bagimsiz 6rnekleme
durumuna gore daha kiigiiktiir.

Teorem 6.7 (Sonlu Anakiitle Diizeltmesi). Biiyikligi N olan sonlu bir ana-
kiitleden iadesiz basit rassal érnekleme ile n birim secilsin. Anakiitle varyans:
o? ile gosterilirse érneklem ortalamasimin varyanss

Var(X) = o (‘x:?)

n
bicimindedir.

Kanit. Tadesiz 6rneklemede farkli gézlemler arasinda negatif kovaryans vardir.
Toplamin varyansi

Var (i XZ) = zn: Var(X;) 42 Cov(X;, X;)
i=1 i=1

i<j
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geklinde agilir. Sonlu anakiitlede bu kovaryans terimleri hesaba katildiginda
carpan (N —n)/(N — 1) elde edilir. n = 1 igin diizeltme 1’dir; n = N igin
varyans 0 olur. O

Sonlu anakiitle diizeltmesi yalnizca anakiitlenin anlamh bir kismi iadesiz
secildiginde 6nemlidir. N gok biiyiik ve n/N kiigiikse diizeltme yaklagik 1
olur.

Ornek 6.8 (Diizeltmenin Etkisi). N = 500 anakiitleden iadesiz n = 50 birim
segilsin ve 02 = 100 olsun. Bagimsiz érnekleme varyansy 100/50 = 2 °dir. Sonlu
anakitle ¢arpany (500 — 50)/(499) ~ 0.902 oldugundan dizeltilmis varyans
2 % 0.902 = 1.80, standart hata v/1.80 =~ 1.34 olur. N = 50000 olsayd: carpan
~ 0.999 ile ihmal edilebilirdi.

6.8 Normal Anakiitlede Kesin Ornekleme Dagilimlar:

Normal dagilim, érnekleme teorisinde 6zel bir yere sahiptir. Eger anakiitle normal
ise Orneklem ortalamasinin dagilimi tam olarak normaldir; ayrica érneklem
ortalamasi ile 6rneklem varyansi bagimsizdir.

Teorem 6.8 (Normal Anakiitlede Orneklem Ortalamasi). Xi,..., X, ~
N(u,0?) bagimsiz olsun. O halde

B 2
XNN(%0>
n

X—p
T~ N

ve

olur.

Kamt. Bagimsiz normal rassal degiskenlerin dogrusal birlesimi normaldir. X
bu degiskenlerin dogrusal birlesimidir. Onceki teoremden ortalamasi z, varyansi
o?/n olur. Standartlagtirma N (0,1) dagilimin verir. O

Teorem 6.9 (Ki-Kare ve Student ¢t Dagihmlar1). X,...,X,, ~ N(u,0?) ba-
gimsiz olsun. Bu durumda
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Kanit. Normal 6rneklemde toplam kareler ortalamaya ait bir bilegen ve artik
bilegenine ayrilir. Artik bilesen n — 1 serbestlik dereceli ki-kare dagilimina
sahiptir. Normal érneklemde ortalama ve artik kareler bagimsizdir. Standart
normal degiskenin bagimsiz ki-kare degiskeninin serbestlik derecesine boliinmiig
karekokiine orani Student ¢ dagilimini verir. O

Ornek 6.9 (Bilinmeyen Varyansla Standartlastirma). Anakiitle standart sap-
mast o bilinmediginde, standartlastirmada o yerine S kullanilir. Bu durumda
Z yerine T = (X — p)/(S//n) degiskeni elde edilir ve dagilimi normal degil
tn_1 olur. Kicik érneklemlerde bu fark belirgindir; t dagiliminin kuyruklar
normalden agirdur.

yogunluk

x

Sekil 6.2 Student ¢ dagilimi normale gore daha basik tepeli ve daha agir kuyrukludur;
serbestlik derecesi biiytidiikce normale yaklasir.

6.9 Orneklem Oram ve Binom Modeli

Ikili sonuclarda érneklem orani, anakiitle orani p icin dogal tahmin edicidir.
Kusurlu-saglam, basarili-bagarisiz, evet—hayir gibi degiskenler bu cercevede
modellenir.

Teorem 6.10 (Orneklem Oranmimin Ortalama ve Varyansi). Xi,..., X, ~
Bernoulli(p) bagimsiz olsun ve

p=

>x
i=1

S|

tanimlansin. O halde

p(l—p)

E()=p,  Var(p) ="

Ayrica Y =31 | X; ~ Bin(n,p) oldugundan p =Y /n olur.
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Kanit. Bernoulli degiskeni i¢in F(X;) = p ve Var(X;) = p(1 — p) degerleri
kullanilir. Orneklem ortalamasi teoremi dogrudan sonucu verir. Toplamin binom
dagilimina sahip olmasi bagimsiz Bernoulli denemelerinin tanimindan gelir. O

6.10 Sirali istatistikler

Baz istatistikler gézlemlerin biiyiikliikk sirasina dayanir. Minimum, maksimum,
medyan ve kantiller sirali istatistiklerle ifade edilir.

Tanim 6.8 (Siral Istatistik) X, ..., X,, érneklemi kiigiikten bityiige siralan-
diginda elde edilen degiskenler

X = X@) ==X
seklinde gosterilir. X () degiskenine k’inci sirali istatistik denir.

Teorem 6.11 (Minimum ve Maksimum Dagilimlari). Dagilem fonksiyonu F
olan stirekli bir anakiitleden rassal érneklem alinsin. Bu durumda

P(X@q) >z)=[1—-F(x)]", P(Xn <) = [F(x)]".
Dolayrsiyla
Fxo, (@) =1-[1-F@)]",  Fx,(z)=[F()]"

Kamit. X1y > z olay1 tiim gozlemlerin z’ten biiytlik olmasidir. Bagimsizhik
nedeniyle olasilik [1 — F'(z)]" olur. X,y < x olay1 ise tiim gézlemlerin = veya
altinda olmasidir; olasihigy [F(z)]™ dir. O

Tek tek sirali istatistiklerin tam yogunlugu, kombinatorik bir argiimanla
yazilabilir. Bu sonu¢ medyan, ¢eyrek ve u¢ deger dagilimlarinin ortak temelidir
(David & Nagaraja, 2003; Casella & Berger, 2002).

Teorem 6.12 (k'ma1 Sirali Istatistigin Yogunlugu). Yogunlugu f, dagilim fonk-
siyonu ' olan siirekli anakiitleden n biyikliginde drneklem icin X gy yogunlugu

n!
fxo (@) = Bl [F ()] [1 = F(a)]" " f(x)

(k—1D!(n-—
olur.

Kamt. X(y'nin [x, z + dr) arahginda olmasi igin gozlemlerden biri bu aralikta
(= f(x)dz), k — 1 tanesi 2’in altinda ([F(z)]¥~1) ve n — k tanesi 2’in iistiinde
([1 = F(z)]"*) olmalidir. Bu birimleri segmenin yol sayis1 W('n—k)' multinom
katsayisidir; carpildiginda yogunluk elde edilir. a
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Ornek 6.10 (Diizgiin Orneklemde Medyan). X; ~ U(0,1) ve n = 2m + 1
tek olsun. Ortanca swralv istatistik X, 41) bir Beta(m +1,m + 1) dagilvmina
sahiptir; beklenen degeri 1/2, dagilime 1/2 etrafinda simetriktir. Bu, orneklem
medyaminin anakitle medyanime yansiz tahmin ettigi sezgisini destekler.

Ornek 6.11 (Agklk). Orneklem agikhgs R = Xny — X ile tanymlanar.
Maksimum ve minimumun ortak dagilimindan acikligin dagilvma tiretilir; kalite
kontrolde stire¢ degiskenliginin hizly bir él¢iisii olarak kullanilar.

6.11 Merkezi Limit Teoremi ve Biiyiik Orneklem Yaklagimi

Ornekleme teorisinin en giiclii sonuclarindan biri merkezi limit teoremidir.
Anakiitle normal olmasa bile, uygun kogullarda érneklem ortalamasinin stan-
dartlagtirilmig hali biiyiik n i¢in yaklagik standart normal dagilir.

Teorem 6.13 (Merkezi Limit Teoremi). X, Xo, ... bagimsiz ve ayni dagilimls,
E(X;) = p ve Var(X;) = 02 < o0 olsun. O halde
Xn — M
a/vn

4 N(0,1)

yakinsamast gecerlidir.

Kanit. Bu sonug bagimsiz ayni dagilimhi degiskenler i¢in klasik merkezi limit
teoremidir. Moment iireten fonksiyon veya karakteristik fonksiyon yontemiyle
ispatlanabilir. Standartlagtirilmig toplamin karakteristik fonksiyonu limitte
exp(—t2/2) fonksiyonuna, yani standart normal dagihmin karakteristik fonksi-
yonuna yakinsar. a

Ornek 6.12 (Ortalama Teslimat Siiresi). Bir kargo firmasinan teslimat siiresi
saga carpik bir dagilima sahip olsun. Tek bir teslimat siiresi normal olmayabilir;
ancak n = 100 teslimatin ortalamasi, sonlu varyans kosulu altinda yaklasik
normal dagilir. Bu nedenle ortalama teslimat stresi icin yaklasik hata payr
hesaplanabilir.

Merkezi limit teoreminin tarihsel olarak ilk 6zel hali, binom dagiliminin nor-
mal yaklagimini veren De Moivre-Laplace teoremidir. Oran ve sayim verilerinde
biiyiik 6rneklem gikariminin temelini olugturur (Feller, 1968; Montgomery &
Runger, 2018).

Teorem 6.14 (De Moivre-Laplace). Y ~ Bin(n,p) olsun. n — oo igin

Y-mp 4, N(0,1)
np(1 —p)

yakinsamast gecerlidir. Esdeger olarak orneklem orany igin
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p—p
Vp(1 —p)/n

Kamit. Y =" | X; bi¢iminde bagimsiz Bernoulli(p) degiskenlerinin toplam
yazilir. Bu degiskenlerin ortalamasi p, varyansi p(1 — p) sonludur. Merkezi limit
teoremi dogrudan uygulanir ve standartlagtirilmig toplam standart normale
yakinsar. a

4 N(0,1).

Yorum:

Binom olasiliklarini normalle yaklagik hesaplarken, kesikli bir degiskeni
stirekli bir dagilimla degerlendirdigimiz i¢in siireklilik diizeltmesi kullanilir:
P(Y < k)~ ®((k+0.5—np)//np(1 — p)). Yaklasim np > 5 ve n(1—p) > 5
oldugunda iyi calir.

Ornek 6.13 (Oran icin Normal Yaklagim). n = 400 ve p = 0.5 i¢in p nin
standart hatasy 1/0.25/400 = 0.025 olur. De Moivre—Laplace geregi p yaklasik
N(0.5, 0.025%) dagiler; dolayswyla p’nin yaklasik %95 olasilikla 0.5 £ 0.049
araliginda olmast beklenir.

Uygulamada bilinmeyen o yerine tutarh bir tahmin kullanmak ya da ortala-
manin bir fonksiyonunun dagihmini bulmak gerekir. Slutsky teoremi ve Delta
yontemi bu iki ihtiyaci kargilar (van der Vaart, 1998; Casella & Berger, 2002).

Teorem 6.15 (Slutsky Teoremi). Z, L Zvew, & oc (sabit) olsun. Bu
durumda
Zn W, S Z1e Wiz, cz

olur.

Kanat. Olasilikta sabite yakinsama, dagilhimda yakinsamay1 bozmayacak bigimde
toplam ve ¢arpim iglemlerine taginir. Ortak dagilimin limit davramigi (Z, ¢) ¢iftine
indirgendiginden siirekli doniisiim teoremi ile sonug elde edilir. a

Ornek 6.14 (o Yerine S Kullanmak). Biiyiik rneklemde S % o oldugundan,
(X — p)/(a//n) 4 N(0,1) ifadesinde o yerine S konabilir. Slutsky teoremi

geredi (X — u)/(S/+/n) de standart normale yakinsar; bu, biyik orneklemde t
ve z yaklagimlarinin ortismesini a¢iklar.

Teorem 6.16 (Delta Yontemi). /n(X, — p) 4, N(0,0?%) ve g fonksiyonu
noktasinda tirevlenebilir, g'(1) # 0 olsun. Bu durumda

Vi(9(Xa) = g(1)) 5 N0, [g'(n)*0?)

olur.
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Kanit. g fonksiyonu p cevresinde birinci dereceden Taylor acihmiyla g(X,,) &
g(p)+g' (1) (X, —p) bigiminde yaklagtirilir. Kalan terim olasilikta ihmal edilebilir
mertebededir. /n(X,, — ) nun limit normalligi ¢’(x) carpaniyla 6lgeklenerek
aktarilir. O

Ornek 6.15 (Logaritmik Déniigiim). /7n(X, — p) 4, N(0,0%) ve u > 0 ise

g(x) =logx i¢in ¢' (1) = 1/p olur. Delta yontemi geredi \/n(log X,, — log i) LN
N(0,02/1?). Bu, oransal degiskenlerde logaritmik élgegin varyans: kararl kima
nedenini gosterir.

6.12 Ornek Veri Tablosu ve Yazilim Coziimleri

Agagidaki kiigiik veri seti, {iretim hattindan segilen 12 parcanin dayanim deger-
lerini temsil etsin.

Parca |1 2 3 45 6 7 8 9101112
Dayamm|[48 52 51 49 55 50 47 53 54 49 52 50

Bu veriler i¢in 6rneklem ortalamasi, 6rneklem standart sapmasi ve ortala-
manin standart hatas1 hesaplanir. Anakiitle standart sapmasi bilinmedigi i¢in
standart hata S/y/n ile tahmin edilir.

x <- c(48, 52, 51, 49, 55, 50, 47, 53, 54, 49, 52, 50)
mean (x)

sd(x)

sd(x) / sqrt(length(x))

Python Coziimii

import numpy as np

x = np.array([48, 52, 51, 49, 55, 50, 47, 53, 54, 49, 52, 50])
n = len(x)

ortalama = np.mean(x)

s = np.std(x, ddof=1)

standart_hata = s / np.sqrt(n)

print(n, ortalama, s, standart_hata)
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6.13 Gorsellestirme ve Grafikler

Ornekleme dagilimini sezgisel olarak gérmek icin aymi anakiitleden ¢ok sayida
orneklem alinir ve her érneklemin ortalamasi kaydedilir. Tekil gozlemler garpik
dagilmis olsa bile 6rneklem ortalamalarinin histogrami cogu zaman daha simetrik
gorinir.

n =1 (garpik) n =10 n =40 (¢an)

Sekil 6.3 Merkezi limit teoremi: anakiitle garpik olsa bile érneklem biiytikligi arttikca
orneklem ortalamasimin dagilimi ¢an egrisine yaklagir ve daralir.

Asagidaki benzetim, ¢arpik bir anakiitleden alinan ortalamalarin histogramini
uretir.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

rng = np.random.default_rng(42)
ortalamalar = []

for _ in range(10000):
orneklem = rng.exponential(scale=10, size=40)
ortalamalar.append(np.mean(orneklem) )

plt.hist(ortalamalar, bins=40, density=True, edgecolor="black")
plt.xlabel("Orneklem ortalamasi")

plt.ylabel("Yogunluk")

plt.title("Ornekleme Dagilimi: n = 40")

plt.show()

Dikkat: Kavram Yanilgisi
Orneklem dagilimi, verinin histogrami degildir. Verinin histogrami tek
orneklemdeki gozlemleri gosterir; orneklem dagilimi ise ayni 6rnekleme
stireci tekrarlandiginda bir istatistigin nasil degisecegini anlatir.
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Kendini Dene:

Ara Kontrol: Orneklem biiyiikliigii iki katina ¢ikinca X degerinin standart
hatasi neden yariya degil, 1/4/2 katina iner?

6.14 Boliim Sonu Coziimlii Problemler

1. Bir anakiitlenin ortalamasi y = 80, standart sapmasi o = 12 olsun. n = 36
biiyiikligiinde rassal 6rneklem igin F(X) ve SE(X) degerlerini bulun.
Co6ziim. Orneklem ortalamasmin beklenen degeri anakiitle ortalamasina
esittir:

E(X) = 80.

Standart hata 19
SE(X)=—==2
(X =75
olur. -
2. X1,...,Xa5 ~ N(100,15%) bagimsiz olsun. X dagilimimi yazn.
Coziim. Normal anakiitleden gelen 6rneklemde ortalama tam olarak normal

dagilir:

_ 152
X ~ N ( 100, o5 ) = N(100,9).

Standart sapmas1 3’tir.

3. Bir iiretim siirecinde kusurlu oranit p = 0.08 olsun. n = 200 {iriin igin
orneklem oraninin beklenen degeri ve standart hatasi nedir?
Coziim.

1— 08-0.92
E(p) =p=0.08, SE(p) = \/p( - P _ \/0 0@;089 ~ 0.0192.

4. N = 1000 biiyiikligindeki sonlu bir anakiitleden iadesiz n = 100 birim
seciliyor. Bagimsiz 6rnekleme varyansina gore sonlu anakiitle diizeltme
carpanini bulun.

Coziim. Diizeltme carpani

N—n 1000 —100 900
N—-1 999 _@”0‘901'

Standart hata diizeyinde diizeltme bunun karekokidiir.

5. X1,...,X, dagihm fonksiyonu F' olan siirekli bir anakiitleden gelsin. Mak-
simumun x’ten kiigiik veya esit olma olasiligin1 bulun.
Coziim. Maksimumun x’ten kiigiik veya esit olmasi tiim gozlemlerin z’ten
kii¢iik veya esit olmas1 demektir:
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Gozlemler 4, 8,9, 11,13 olsun. Hesaplama formiiliiyle 6rneklem varyansini
bulun.

Coziim. X = 9,3 X? = 16+64+81 4121 +169 = 451, nX? = 5-81 = 405.
Kareler toplami 451 — 405 = 46 ve S = 46/4 = 11.5.

X; ~U(0,1), n = 2m + 1 tek olsun. Orneklem medyaninin dagihimi nedir?
Coziim. Ortanca sirali istatistik X, 1 1) ~ Beta(m+1, m+1) olur; beklenen
degeri 1/2, dagilim 1/2 etrafinda simetriktir.

Y ~ Bin(100,0.5) i¢in P(Y < 60) degerini siireklilik diizeltmeli normal
yaklagimla tahmin edin.

Coziim. np = 50, \/np(l —p) =5. z = (60 + 0.5 — 50)/5 = 2.1, dolayisiyla
P(Y < 60) ~ &(2.1) ~ 0.982.

Sabit bir z igin ampirik dagihm fonksiyonu F),(x)’in varyansi nedir ve n
biiytidiikge nasil davranir?

Coziim. Var(F,(z)) = F(z)[1 — F(z)]/n olur; n — oo iken sifira gider,
vani F,(z) giderek F(z)’e yogunlagir.

6.15 Boliim Sonu Alistirmalar:

El.

E2.

E3.

E4.

Ornekleme dagilimmim ham verinin dagilimi degil, bir istatistigin dagilim
oldugunu agiklayin.

Varyanst o2 = 25 olan bir anakiitleden n = 100 biiyiikliigiinde érneklem
alindiginda X icin standart hatay1 hesaplayn.

Merkezi limit teoreminin iyi bir normal yaklagim verdigi pratik bir kogul
belirtin.

Bir 6rnekleme yontemini degerlendirirken yanlilik ve varyansin rollerini
kargilagtirin.

6.16 Kaynak Notu

Bu boliimdeki érnekleme dagilimi, yansiz 6rneklem varyansi, normal 6rneklemde
t ve x? dagilimlari ile merkezi limit teoremi sunumu Hogg, McKean ve Craig
(2019), Ross (2019), Montgomery ve Runger (2018), Casella ve Berger (2002)
ve Mood, Graybill ve Boes (1974) ¢izgisindeki klasik olasilik ve matematiksel
istatistik yaklagimiyla uyumludur. Ampirik dagilim fonksiyonu ve dayanikli
Ozetler igin Wasserman (2004) ile van der Vaart (1998); swral istatistiklerin tam
dagihimlar igin David ve Nagaraja (2003); De Moivre-Laplace teoremi ve binom
normal yaklagimi igin Feller (1968) izlenmigtir.
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Ozet:

Ornekleme teorisi, érneklemden hesaplanan istatistiklerin rassal degisken
oldugunu vurgular. Rassal érneklemde 6rneklem ortalamasi p etrafinda
yogunlagir ve varyansi o2 /n olur. Orneklem varyansi S?, o2 i¢in yansizdir.
Normal anakiitlede Z, t ve x? dagilimlar: kesin olarak elde edilir; normal
olmayan anakiitlelerde merkezi limit teoremi biiylik 6rneklem yaklagimini
saglar.







Bolim 7
Asimptotik Teori ve Limit Teoremleri

7.1 Gergek Diinya Problemi (Giris)

Bir e-ticaret platformu her dakika binlerce siparis, arama ve 6deme istegi
alir. Tek bir kullanicinin davranisi diizensiz olabilir; bazi1 kullanicilar ¢cok hizh
islem yapar, bazilari uzun siire bekler, bazilar ise sistemi hi¢ kullanmaz. Buna
ragmen yoneticinin ilgilendigi biiyiiklik ¢cogu zaman tek tek kullamicilar degil,
toplam yiik, ortalama yanit siiresi veya hata oranidir. Benzer bicimde bir iiretim
hattinda tek tirtiniin dayanimi degisken olabilir; fakat ¢ok sayida iiriinden elde
edilen ortalama dayanim daha kararli davranir.

Asimptotik teori bu kararliligi matematiksel olarak aciklar. Orneklem biiyiik-
ligii arttiginda rassal ortalamalar, toplamlar ve tahmin ediciler hangi sinirlara
yaklagir? Yaklagim hangi anlamda gerceklegir? Biiyiik érneklemlerde normal da-
gilim neden bu kadar sik ortaya gikar? Bu sorular, modern istatistiksel ¢ikarimin
ve simiilasyon temelli hesaplamanin temelidir.

Bu Boliim Ne Saglar?

Bu boliim, rassal degisken dizilerinde yakinsama kavramlarini tanitir; ola-
silikta, dagilimda, ortalama karede ve hemen hemen kesin yakinsama
arasindaki farklar: aciklar. Ardindan biiytik sayilar yasasi, merkezi limit
teoremi, siireklilik diizeltmesi, delta yontemi, Slutsky teoremi, siirekli d6-
nigtim teoremi ve asimptotik tahmin edici mantig1 ele alinir. Amag, biiytk
orneklem sonuglarini yalniz formiil olarak degil, gikarimsal diigiinmenin
omurgasi olarak kurmaktir.

111
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Amag ve Ogrenme Ciktilar
Bu boliimiin sonunda okuyucu

o farkh yakinsama tiirlerini tanimlayabilir ve aralarindaki iligkileri agik-
layabilir,

o zayif ve kuvvetli biiyiik sayilar yasalarinin ne soyledigini yorumlayabilir,

e merkezi limit teoremini toplam, ortalama ve oran problemlerine uygu-
layabilir,

o kesikli dagilimlar i¢in normal yaklagimda siireklilik diizeltmesini kulla-
nabilir,

o siirekli dontigiim, Slutsky ve delta yontemini temel diizeyde uygulaya-
bilir,

o tutarlilik ve asimptotik normallik kavramlarini tahmin ediciler bagla-
minda aciklayabilir.

7.2 Asimptotik Diisiince

Asimptotik teori, érneklem biiylikligi n sonsuza giderken rassal niceliklerin
davramigin inceler. Burada amag sonsuz biiytikliikte veri elde etmek degildir;
amag, biliylik fakat sonlu o6rneklemlerde hangi yaklagik kurallarin giivenilir
oldugunu anlamaktir. Bu yaklagim Hogg, McKean ve Craig (2019), Casella ve
Berger (2002), Ross (2019) ve Billingsley (1995) ¢izgisindeki modern olasilik ve
istatistik kitaplarinda temel bir yer tutar.

Tanim 7.1 (Rassal Degisken Dizisi) Aym olasilik uzay: {izerinde tanimh
X1, Xo,... rassal degigkenlerine rassal degigsken dizisi denir. Asimptotik teori
bu dizinin n — oo iken bir rassal degiskene veya sabite yaklagip yaklagmadigini
inceler.

Ornek 7.1 (Orneklem Ortalamasi Dizisi). X1, Xa, ... bagimsiz ve ayn dagilimly
gozlemler olsun. Her n i¢in

X, =

S|

>x
i=1

baska bir rassal dediskendir. Dolayswyla X1, Xo, . .. bir rassal degisken dizisidir.
Biiyiik sayilar yasasy bu dizinin anakiitle ortalamasina yaklasmasine aciklar.

Asimptotik sonuglar “n sonsuzdur” demek degildir. Bu sonuglar, biiyiik
n i¢in kullanilabilecek yaklagik hesap kurallar1 verir. Yaklagimin kalitesi
dagilimin kuyruguna, bagimsizlik varsayimina, varyansin sonlu olup olma-
masina ve orneklem biiyiikliigiine baghdir.
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Asimptotik analizde rassal niceliklerin biiytiklitk mertebesini kisa bicimde
ifade etmek icgin stokastik mertebe gosterimi kullanilir. Bu gosterim, hata
terimlerinin ne kadar hizh kiigiildiigiinii izlemeyi kolaylagtirir (van der Vaart,
1998).

Tamim 7.2 (Stokastik Mertebe: O, ve 0,) X,, = 0,(1) ifadesi X,, & 0
anlamimna gelir. X,, = Op(1) ise her ¢ > 0 i¢in dyle bir M ve N vardir ki
n > N i¢in P(|X,,| > M) < ¢ olur; yani dizi olasilikta simirlidir. Genel olarak

X, = oplay) ile X, /ay L0 ve X,, = Op(ay) ile X, /a, olasilhikta smnirh
kastedilir.

Ornek 7.2 (Ortalamann Mertebesi). Merkezi limit teoreminden /n(X, — pu) =
Op(1) olur; dolayiswyla X, — p = Op(1/y/n) yazlir. Bu, ortalamanin anakitle
degerine 1//n hizinda yaklastigine kisaca ifade eder.

7.3 Yakinsama Tiirleri

Rassal degiskenler sayilar gibi tek bir yoldan yakinsamaz. Bir dizi bazen olasilik
bakimindan yaklagir, bazen dagilim bakimindan yaklasir, bazen de neredeyse
her 6rneklem yolu tizerinde yaklagir. Bu nedenle yakinsama tiirlerini ayirmak
gerekir.

Tanim 7.3 (Olasilikta Yakinsama) X, dizisi ve X rassal degigkeni i¢in her
€ > 0 degerinde
P(|X,—X|>¢)—0

ise X,,, X’e olasilikta yakinsar denir ve
X, 5 X
yazilir.

Tamm 7.4 (Dagihmda Yakinsama) X, dizisinin dagilim fonksiyonu F,,, X
degiskeninin dagilim fonksiyonu F' olsun. F'nin siirekli oldugu her x noktasinda

Fo(z) = F(z)
ise X,,, X'’e dagilimda yakinsar denir ve
X, 4 x
yazilir.
Tanim 7.5 (Ortalama Karede Yakinsama)

E[(X,—X)? =0
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ise X,,, X’e ortalama karede yakinsar denir. Bu yakinsama tiirii 6zellikle varyans
hesaplariyla kullanighdir.

Tanmim 7.6 (Hemen Hemen Kesin Yakinsama)

P(nm Xn:X)zl

n—oo
. . . a.s.
ise X, X’e hemen hemen kesin yakinsar denir ve X,, —> X yazilir.

Teorem 7.1 (Yakinsama Iliskileri). Asagqidaki ¢ikarvmlar gegerlidir:

X, 25X — X, 5 x = X, 35X
Ayrica X, dejiskenleri X ’e ortalama karede yakinsworsa X, 2 X olur.

Kanit. Hemen hemen kesin yakinsama, 6rneklem yollariin olasilik 1 ile yakinsa-
digini soyler; bu durumda belirli bir € egigini agan yollarin olasihig: sifira gider ve
olasilikta yakinsama elde edilir. Olasilikta yakinsama, dagilim fonksiyonlarinin
stireklilik noktalarinda limit dagihima yaklagmasimi saglar. Ortalama karede
yakinsama i¢in Markov esitsizligi uygulanir:

B[(Xn — X)?]

— 0.
52

P(X,—X|>¢e) <

Yorum:
Dagilimda yakinsama en zayif yakinsama tiirlerinden biridir. Merkezi limit
teoreminde kullanilan yakinsama dagilimda yakinsamadir; ¢iinkii stan-
dartlastirilmig ortalama sabit bir degere degil, standart normal dagilima
yaklagir.

Yakinsama tiirleri arasindaki baglantilarin ¢ogu Markov ve Chebyshev esit-
sizlikleri tizerinden kurulur. Bu iki esitsizlik, olasilik sinirlarinin asimptotik
analizdeki temel araglaridir (Billingsley, 1995; Grimmett & Stirzaker, 2020).

Teorem 7.2 (Markov ve Chebyshev Esitsizlikleri). X > 0 ve a > 0 ig¢in

E[X]

P(X >a) <

olur (Markov). E[X] = u, Var(X) = 02 ve k > 0 i¢in

[

g

PIX —pl2 k) <%

olur (Chebyshev).
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Kanit. Markov i¢in a 1{X > a} < X egitsizliginin beklentisi alinir: aP(X >
a) < E[X]. Chebyshev icin Markov esitsizligi (X — )2 > 0 degiskenine ve
a = k? egigine uygulanir:

E(X —p)? _o?

PX —pl 2 k) = P((X —p? 2 12) < == = 0

Ornek 7.3 (Olasilikta Yakinsama Ama Hemen Hemen Kesin Degil). [0, 1]
tzerinde diizgin secilen bir noktada, giderek daralan ama art arda tim aralige
tarayan géstergeler diistiniilsiin. Bu gdstergeler olasilikta sifira yakinsar; ¢tinki
“17 olma olasiligr giderek kiculiir. Ancak her nokta sonsuz kez “17 degerini
gordigiinden hemen hemen kesin yakinsama yoktur. Bu, olasilikta yakinsamanin
hemen hemen kesin yakinsamadan kesinlikle zayif oldugunu gdsteren klasik
ornektir.

h.hk. (223)
olasilikta () dagilimda (i>)

ort. karede (L?)

Sekil 7.1 Yakinsama tiirleri arasindaki ¢ikarim iligkileri. Hemen hemen kesin ve ortalama
karede yakinsama olasilikta yakinsamayi, o da dagilimda yakinsamay1 gerektirir.

7.4 Biiyiik Sayilar Yasasi

Biiyiik sayilar yasasi, 6rneklem ortalamasinin anakiitle ortalamas: etrafinda ka-
rarlilagtigini syler. Bu sonug, frekans yorumunun, Monte Carlo simiilasyonunun
ve tutarli tahmin edici fikrinin temelidir.

Teorem 7.3 (Zayif Biiyiik Sayilar Yasas1). X7, Xo, ... bagimsiz ve aynt dagalomls,
E(X;) = p ve Var(X;) = 02 < 0o olsun. O halde

X, 5 p
Kanat. Orneklem ortalamasi igin E(X,,) = p ve Var(X,,) = 02/n olur. Chebys-
hev esitsizligiyle her £ > 0 i¢in

Y 2
Swziﬁo_

PXn =l 20 s o = T
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Bu, olasilikta yakinsama tanimidir. a

Teorem 7.4 (Kuvvetli Biiyiik Sayilar Yasasi). X1, Xs,... bagimsiz ve aym
dagiliml, E|X;| < 0o ve E(X;) = p olsun. O halde

X—n a.s. ‘LL.

Kuvvetli yakinsamanin temel araci, olaylarin “sonsuz kez” gerceklegip ger-
¢eklegsmeyecegini olasiliklarin toplamina baglayan Borel-Cantelli lemmasidir
(Billingsley, 1995).

Teorem 7.5 (Borel-Cantelli Lemmasi). Ay, Ao, ... olaylariiginy - | P(A,) <
o0 ise
P(A,, sonsuz kez gerceklesir) =0

olur.

Kanit. {A,, sonsuz kez} = (,, U,;>., An olarak yazilir. Her m icin birlesimin
olasiligy alt-toplamlanabilirlikle ) .. P(Ay) ile simirhdir. Toplam yakinsadigin-
dan bu kuyruk toplami m — oo iken sifira gider; dolayisiyla kesisimin olasilig
sifirdir. a

Kuwvetli BSY icin fikir. Sapma olaylarinin A, = {|X,, — u| > €} olasihklar
yeterince hizli azaldiginda ) P(A,) < oo olur. Borel-Cantelli lemmas1 bu
sapmalarin yalniz sonlu kez gergeklestigini, dolayisiyla X,,’nin p’ya hemen
hemen kesin yakinsadigim verir. Genel durumda uygun kesme teknikleriyle aym
sonuca ulagilir. a

Ornek 7.4 (Monte Carlo Integrali). Uy, ..., U, ~ Uniform(0,1) bagimsz olsun.
g integrallenebilir ise

Bu nedenle integral, rassal noktalar tizerinden alinan ortalama ile yaklasik
hesaplanabilir.

Biiyiik sayilar yasasinin tarihsel olarak ilk bicimi, bagil frekansin olasiliga
yakinsamasini sOyleyen Bernoulli teoremidir. Olasihigin frekans yorumunun
matematiksel temelidir (Feller, 1968).

Teorem 7.6 (Bernoulli Teoremi (Frekans Yorumu)). Y,, ~ Bin(n,p) olsun.
Bagil frekans p, = Yy, /n igin her € > 0 dederinde

P(lpn, —p| > €) = 0, yani P ﬂ>p

olur.
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Kanit. p, bagimsiz Bernoulli(p) gostergelerinin ortalamasidir; ortalamasi p,
varyansl p(1 — p)/n’dir. Chebyshev esitsizligi uygulanir:

(1-p)

. p
P(lp, —p|>e) < — 0.
(|pn —pl > €) 3

O

Ornek 7.5 (Monte Carlo Tahmininde Hata Mertebesi). 6, = n='>" g(U;)
tahmininin standart hatasi o4/\/n mertebesindedir; burada o = Var(g(U)).
Hatanin 1/+/n ile kiigiilmesi, dogrulugu 10 kat arturmak igin érneklem biiyikli-
gunidn 100 kat artiridmasy gerektigi anlamana gelir. Bu, Monte Carlo yonteminin
temel maliyet kuralidur.

7.5 Merkezi Limit Teoremi

Biiytiik sayilar yasasi ortalamanin nereye yaklagtigini sdyler; merkezi limit teoremi
ise bu yaklagimin etrafindaki dalgalanmanin bigimini agiklar. Bu nedenle giiven
araliklar1 ve hipotez testleri i¢in merkezi limit teoremi kritik énemdedir.

Teorem 7.7 (Merkezi Limit Teoremi). X7, Xs,... bagimsiz ve aynt dagulemia,
E(X;) = p ve Var(X;) = 02 olmak iizere 0 < 0 < 0o olsun. O halde
"X —
M i> N(0,1).

oy/n

Esdeger olarak -
Xn — K
o//n

Kamat. Ispatin klasik yolu karakteristik fonksiyonlar: kullanir. X; degiskenleri
standartlagtirilir ve toplamin karakteristik fonksiyonu bagimsizlik nedeniyle
carpim bi¢iminde yazilir. Taylor agilimi, her terimin kii¢iik katk: yaptigin;
carpimin limitte exp(—t2/2) fonksiyonuna yakinsadigim gosterir. Bu fonksiyon
standart normal dagilimin karakteristik fonksiyonudur. g

4 N(0,1).

Ornek 7.6 (Ortalama Yamt Stiresi). Bir sunucu isteginin yanit siresi saga
carpik dagilsin; ortalama p = 120 ms ve standart sapma o = 60 ms olsun.
n = 100 bagimsiz istegin ortalama yanit siresi igin

= 602
XlOO ~ N (120, 100)

yaklasima kullanalir. Buna gore ortalamanin 132 ms’yi asma olasiligr yaklasik
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132 —12

olur.

yogunluk

/\ limit N(0,1)
kiigiik 7 \

%— standartlagtirilmig toplam

Sekil 7.2 Merkezi limit teoremi: standartlagtirilmis toplamin dagilimi n biiytidiikge stan-
dart normal egriye yakinsar.

Klasik merkezi limit teoremi ayni dagihimlh degiskenler i¢indir. Bagimsiz ama
O0zdes olmayan toplamlar i¢in Lindeberg ve Lyapunov kosullar1 altinda ayni
sonug gegerlidir; bu, gergek veride katkilarin egit olmadigi durumlarda normal
yaklagimi hakh kilar (Billingsley, 1995).

Teorem 7.8 (Lyapunov Merkezi Limit Teoremi). X1, Xo, ... bagimsiz, E(X;) =

wi, Var(X;) = o ve s2 =3 1 | 07 olsun. Bir § > 0 i¢in Lyapunov kosulu

1 n
5 D BIX =l = 0
noo=1
saglanwyorsa
i (X —
Zz:l( | ) i> N(O, 1)
Sn
olur.

Kanat. Lyapunov kogulu, hi¢bir tek terimin toplam degigskenlige baskin olmadi-
g1 giivence altina alir. Bu kogul altinda standartlagtirilmig toplamin karakte-
ristik fonksiyonu exp(—t2/2)’ye yakinsar; tekillik geregi limit dagilim standart
normaldir. a

Merkezi limit teoremi limitin ne oldugunu séyler ama hatanin biyikligini
vermez. Berry-Esseen teoremi, normal yaklagimin hatasinin 6rneklem biiyiiklii-
giiyle nasil kiigiildiigiinii agik bir sinirla ifade eder (Shao, 2003).

Teorem 7.9 (Berry—Esseen). Xi,...,X,, bagimsiz ayni dagilimh, E(X;) = p,
Var(X;) = 02 ve p = E|X; — p|? < 0o olsun. F,, standartlastirlms toplaman
dagilim fonksiyonu, @ standart normal dagilim fonksiyonu ise mutlak bir C
sabiti i¢cin
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Cp
— <
Sl;p‘Fn($) @(.’E” — 0’3\/ﬁ

olur.
Kamat. Ispat, F,, ile &'nin karakteristik fonksiyonlarmin farkini Esseen diizgiin-

liik esitsizligiyle simirlamaya dayanir. Uciincii mutlak momentin sonlu olmasi,
fark fonksiyonunun biiytikliigiinii 1/4/n mertebesinde kontrol etmeyi saglar. O

Yorum:
Berry—Esseen simir1, normal yaklagim hatasiim 1/4/n hizinda kiigtildiigiinii
soyler. Bu nedenle dagilm ¢ok carpiksa (biiyiik p/o?), ayni dogruluga
ulagmak ic¢in daha biiyiik 6rneklem gerekir.

7.6 Normal Yaklasim ve Siireklilik Diizeltmesi

Merkezi limit teoremi yalniz siirekli degigkenler icin degil, toplam bigimindeki
kesikli degigkenler i¢in de kullanilir. Ancak kesikli bir dagilim siirekli normal
egriyle yaklagtirilirken sinirlar yarim birim kaydirilir. Buna siireklilik diizeltmesi
denir.

Teorem 7.10 (Binom Dagilimi I¢in Normal Yaklagim). Y ~ Bin(n,p) ve
0 < p <1 olsun. n biyik oldugunda
Yy —
— "~ N(0,1)
np(1 —p)

yaklasima kullanailer. Aralik olasilbiklarinda

P(a§Y§b)z@<b+0'5_ﬂp> @<a—0.5—np>

np(1 —p) np(1 —p)
seklinde stireklilik diizeltmesi yapilir.

Kanat. Binom degiskeni bagimsiz Bernoulli degiskenlerinin toplamidir. Her
Bernoulli degigkeni igin ortalama p, varyans p(1 — p) oldugundan merkezi limit
teoremi dogrudan uygulanir. Siireklilik diizeltmesi, kesikli degerlerin her birini
stirekli eksende yarim birimlik aralikla temsil eder. a

Ornek 7.7 (Kusurlu Uriin Sayis1). Bir hatta kusurlu oran: p = 0.04 ve Grneklem
biyikligi n = 500 olsun. Kusurlu sayise Y ~ Bin(500,0.04) i¢in np = 20 ve
np(l —p) = 19.2 olur. P(Y < 25) yaklagik olarak
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o (25.5 - 20)
v19.2

Teorem 7.11 (Poisson Dagilimi I¢in Normal Yaklagim). Y ~ Poisson(\) olsun.
A biiyiik oldugunda

ile hesaplanar.

Y -\
——— = N(0,1)
VA
yaklasyma kullanalabilir. Kesikli sinarlar igin streklilik dizeltmesi onerilir.
Ornek 7.8 (Cagr1 Merkezi Yiikil). Bir cagr merkezine saatte ortalama A = 100
cagry geliyorsa, gelen cagri saystY ~ Poisson(100) ile modellenir. P(Y < 110)
yaklagik olarak streklilik dizeltmesiyle

(110.5 — 100
v/100

biciminde hesaplanir. Béylece kapasite planlamasinda st yiik tahmini yapilabilir.

) = &(1.05) ~ 0.853

7.7 Siirekli Doniisiim ve Slutsky Teoremi

Asimptotik sonuclar ¢cogu zaman dogrudan ilgilendigimiz istatistik icin degil,
onun bir pargasi i¢in elde edilir. Siirekli doniigiim ve Slutsky teoremleri, yakin-
sama sonuclarini doniigtiiriilmiis istatistiklere tagir.

Teorem 7.12 (Siirekli Doniigiim Teoremi). X, 2 X ve g stirekli bir fonksiyon
ise

9(Xn) 2 g(X)
olur. Benzer bicimde X, 4 X ise ve g streklilik kosullariniy sagliyorsa

9(X,) L g(x)

sonucu elde edilir.

Kamit. Streklilik, X,, degerleri X’e yakin oldugunda g(X,) degerlerinin de
g9(X)’e yakin olmasi saglar. Olasilikta yakinsama i¢in bu fikir dogrudan e—§
argiimaniyla gosterilir. Dagilimda yakinsama igin sonug, dagilim fonksiyonlarinin
stireklilik noktalarinda yakinsamasiyla elde edilir. a

Teorem 7.13 (Slutsky Teoremi). X, 4 X e Y, & ¢ olsun. Bu durumda
d d
X, +Y, > X +e¢ XY, = cX.

Ayrica ¢ # 0 ise
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X
C

d
—

alfs

gecerlidir.

Kanat. Y, olasilikta sabit c’ye yaklagtig1 icin biiyiik 6rneklemlerde rassal dal-
galanmasi ihmal edilebilir diizeye iner. Ortak yakinsama ve siirekli doniigtim
teoremi toplam, carpim ve oran fonksiyonlarina uygulandiginda sonuglar elde
edilir. a

Ornek 7.9 (Bilinmeyen Varyansla Standartlagtirma). Merkezi limit teoremi

Xn_/’é
o/vn

sonucunu verir. Eger S, 2 o ise Slutsky teoremiyle

4 N(0,1)

Xn_lff d
S,V — N(0,1)

olur. Biyiik orneklem giiven araliklarnda bilinmeyen o yerine Sy, kullanilmasinin
nedeni budur.

7.8 Delta Yontemi

Baz1 tahmin ediciler dogrudan ortalama veya oran degil, bunlarin logaritmasi,
karesi, ters degeri gibi doniigiimleridir. Delta yontemi, asimptotik normal bir
tahmin edicinin diizgiin déniigiimiiniin de yaklagik normal oldugunu sdyler.

Teorem 7.14 (Delta Yontemi).
VT, —0) % N(0,7)

olsun. g fonksiyonu 0 noktasinda tirevlenebilir ve g'(0) # 0 ise

d
Vi{g(Tn) = 9(0)} = N (0,[9'(0))*7%) .
Kanst. g fonksiyonu 6 cevresinde birinci dereceden Taylor agihimiyla
9(Tn) = g(0) + ¢'(0)(T — 0) + 10

seklinde yazilir. Kalan terim r,,, T;, degeri #’ya yaklastiginda birinci dereceden
terime gore ihmal edilebilir olur. Bu nedenle limit dagilim ¢'(6) katsayisiyla
Olgeklenmis normal dagilimdir. a

Ornek 7.10 (Logaritmik Déniisiim). T, pozitif bir parametre 6 icin
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Va(T, —0) % N(0,72)
saglasin. g(x) =logx i¢in ¢'(8) = 1/6 oldugundan

2
d T
vn(logT,, —log#) — N (O, 02) )

7.9 Tutarhlik ve Asimptotik Normallik

Asimptotik teori tahmin edicileri degerlendirmek icin iki temel kavram sunar:
tutarlilik ve asimptotik normallik. Tutarlilik, tahmin edicinin dogru parametreye
yaklagmasini; asimptotik normallik ise yaklagim hatasinin yaklasik normal
bigimde dagilmasin: ifade eder.

Tanim 7.7 (Tutarh Tahmin Edici) 7T, bir § parametresi i¢in tahmin edici
olsun. Eger
T, %0

ise T}, tutarh tahmin edicidir.

Tutarliligi dogrulamanin en pratik yolu, cogu zaman ortalama karesel hatanin
sifira gitmesini gostermektir. Bu, yanlilik ve varyans: birlikte ele alan bir 6lgiittiir
(Casella & Berger, 2002; Shao, 2003).

hata
MSE(T,) = E[(T,, — 0)?] = (Yanhlik(T,,))” + Var(T,,)

bigiminde ayrisir. Eger MSE(T,,) — 0 ise T, 20 olur, yani T, tutarldor.

Kamit. Aynigmm i¢in E[(T,, — 0)?] = E[(T,, — ET},)?] + (ET,, — 6)? yazilir; ¢apraz
terim sifirdir. MSE(T;,) — 0 ise ortalama karede yakinsama gegerlidir; bu da
Markov esitsizligiyle olasilikta yakinsamay1 verir. a

6rne_k 7.11 (Orneklem Ortalamasimin Tutarhhg). X,, i¢in yanhlik sifur ve
Var(X,,) = 02/n — 0 oldujundan MSE(X,,) = ¢%/n — 0 olur. Dolayisiyla
orneklem ortalamasi anakiitle ortalamasinin tutarl tahmin edicisidir.

Tanmum 7.8 (Asimptotik Normallik) 7,, tahmin edicisi i¢in

Vn(T, — 6) % N(0,V)

ise T, asimptotik normaldir. Bu durumda biiyiik n icin

T,~N <0, V)
n
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yaklagimi kullanilir.

Ornek 7.12 (Orneklem Orani). X; ~ Bernoulli(p) ve p, =n"*3_ X; olsun.
Biiyiik saiylar yasasi pn, 2, p sonucunu verir. Merkezi limit teoremsi ise

Valpn —p) % N0, p(1 - p))

sonucunu saglar. Boylece p,, hem tutarly hem de asimptotik normaldir.

7.10 Ornek Veri Tablosu ve Yazilim C6ziimleri

Agagidaki veri seti, bir sistemde ardigik 15 iglem siiresini milisaniye cinsinden
temsil etsin.

Islem| 1 2 3 4 5 6 7 8

Siire [118 131 125 144 109 136 121 128
Islem| 9 10 11 12 13 14 15
Siire [117 152 133 126 140 119 130

Bu verilerle 6rneklem ortalamasi, érneklem standart sapmasi ve ortalama igin
yaklagik standart hata hesaplanabilir. Biiytik 6érneklem yaklagimi, n biiytidiikce
ortalamanin yaklagik normal dagilimla modellenmesini saglar.

x <- c(118, 131, 125, 144, 109, 136, 121, 128,
117, 152, 133, 126, 140, 119, 130)

mean (x)

sd(x)

sd(x) / sqrt(length(x))

Python Coziimii

import numpy as np

»
1]

np.array([118, 131, 125, 144, 109, 136, 121, 128,
117, 152, 133, 126, 140, 119, 130])

len(x)

ortalama = np.mean(x)

s = np.std(x, ddof=1)
standart_hata = s / np.sqrt(n)

n

print(n, ortalama, s, standart_hata)
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7.11 Gorsellestirme ve Grafikler

Merkezi limit teoremini gormek ic¢in ¢arpik bir anakiitleden ¢ok sayida érneklem
almabilir. Her 6rneklem i¢in ortalama hesaplandiginda, ortalamalarin histogrami
tekil gozlemlerin dagilimindan daha simetrik ve normal egriye daha yakin
gorinir.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

rng = np.random.default_rng(123)
ortalamalar = []

for _ in range(10000):
orneklem = rng.exponential(scale=10, size=50)
ortalamalar.append(np.mean(orneklem) )

plt.hist(ortalamalar, bins=40, density=True, edgecolor="black")
plt.xlabel ("Orneklem ortalamasi")

plt.ylabel("Yogunluk")

plt.title("Merkezi Limit Teoremi Simiilasyonu")

plt.show()

Yorum:
Bu simiilasyon, anakiitle iistel ve saga carpik olsa bile 6rneklem ortalama-
larimin daha diizenli bir dagihma yoneldigini gosterir. Ancak agir kuyruklu
ve varyansi sonsuz dagilimlarda klasik merkezi limit teoremi dogrudan
uygulanmayabilir.

Dikkat: Kavram Yanilgisi
Merkezi limit teoremi, her kiigiik 6rneklemde dagilimin normal olacagini
sOylemez. Teorem, uygun kogullarda ve biiylik n i¢in standartlagtirilmig
toplamlarin yaklagik normal davranacagini belirtir.

Kendini Dene:
Ara Kontrol: Bir simiilasyonda 6rneklem ortalamasi n arttikca dalga-
lanmay siirdiiriiyor ama dalgalanma bandi daraliyorsa bu durum biiyiik
sayilar yasasiyla nasil uyumludur?
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Mini-Proje / Vaka Caligmasi:
Rastgele yiiriiyiis ve biiyiik sayilar: Bagimsiz X; € {—1,1} adimlar
tretip S, = Y .-, X; ve S,/n egrilerini aym grafikte kargilagtirm. S,
tipik olarak biiyiimeye devam ederken S, /n degerinin sifira yaklagmasini
yorumlayin.

7.12 Boliim Sonu Co6ziimlii Problemler

1. Xi,..., X, bagimsiz ve ayn1 dagihmh, F(X;) = 50 ve Var(X;) = 25 olsun.

X, icin zayif bluytik sayilar yasasinin sonucunu yazin.
Coziim. Zayif biyiik sayilar yasasina gore

X, & 50.

Ayrica Chebyshev siniri
- 25
P(X,—-50|>¢) < —
(1%, 501> ) < —

bi¢imindedir.

2. Aym kosullarda n = 100 i¢in P(|X,, — 50| > 5) olasihigina Chebyshev iist
sinir1 bulun.
Coziim.

P(| X100 — 50| > 5) =0.01.

25
P —
— 100 - 52
3. X; degiskenlerinin ortalamasi 10, standart sapmasi 4 olsun. n = 64 icin X,,
dagilimini merkezi limit teoremiyle yaklasik yazin.
Coziim. Merkezi limit teoremine gore

_ 42
Xes = N <107 64> = N(10,0.25).

Bu dagilimin standart sapmasi 0.5tir.

4. Y ~ Bin(200,0.30) olsun. P(Y < 70) olasihmi normal yaklagim igin
standartlagtirin.
Coziim. np = 60 ve np(1 — p) = 42 olur. Stureklilik diizeltmesiyle

P(Y < 70) z@(m_&)).

VA2

5. Tp, igin /n(T,, — 6) 4 N(0,9) olsun. g(z) = 22 ve § = 2 i¢in delta yontemi
sonucunu bulun.
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Coziim. ¢'(x) = 2z oldugundan ¢'(2) = 4 olur. Delta yontemine gore
V(T2 — 4) 4 N(0,4% - 9) = N(0, 144).

X, 4, N(0,1) ve Y, 25 2 olsun. X, /Y, limit dagilimini bulun.
Coziim. Slutsky teoremine gore

Xn d Z
Y, =5 Z ~ N(0,1).

Dolayisiyla limit dagilm N(0,1/4) olur.

X > 0 ve E[X] = 4 olsun. Markov esitsizligiyle P(X > 10) igin tist sir
bulun.

Coziim. P(X > 10) < F[X]/10 =4/10 = 0.4.

Y., ~ Bin(n, p) igin bagil frekans p,, = Y;,/n. p, hangi anlamda p’ye yakinsar
ve neden?

Coziim. Bernoulli teoremiyle p, = p. Ciinkii Var(p,) = p(1 —p)/n — 0 ve
Chebyshev sinirt sifira gider.

Bir Monte Carlo tahmininin standart hatasi 0.02 ise, hatay1 0.005’e diiglirmek
i¢gin 6rneklem kag katina c¢ikarilmali?

Coziim. Hata 1/,/n ile 6lgeklendiginden 0.02/0.005 = 4 kat azalma, 42 = 16
kat orneklem gerektirir.

T,, tahmincisi i¢in yanhlik 1/n ve varyans 9/n olsun. T, tutarli midir?
Coziim. MSE(T,) = (1/n)? + 9/n — 0 oldugundan T}, tutarhdir.

Vn(T, —0) 4 N(0,7%), 0 > 0 ve g(x) = /7 olsun. Delta yontemiyle limit
varyansini bulun.

Coziim. ¢'(r) = 1/(2/7) oldugundan limit varyans [¢'(0)]?72 = 72/(40)
olur.

7.13 Bo6liim Sonu Aligtirmalar:

El.
E2.
E3.

EA4.

Zayif biiyiik sayilar yasasin ifade edin ve pratik anlamim agiklayin.
Olasilikta yakinsayan bir dizi 6rnegi verin.

Merkezi limit teoremini kullanarak standartlagtirilmig bir 6rneklem ortala-
masini yaklagiklandirin.

Delta yonteminin déniigtiiriilmiig bir tahmin edicinin dagilimini yaklagiklan-
dirmadaki roliinii agiklayin.
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7.14 Kaynak Notu

Bu boliimdeki yakinsama tiirleri, biiyiik sayilar yasalari, merkezi limit teoremi,
Slutsky teoremi ve delta yontemi sunumu; Billingsley (1995), Casella ve Berger
(2002), Hogg, McKean ve Craig (2019), Ross (2019), Grimmett ve Stirzaker
(2020) ve Shao (2003) gibi klasik olasilik ve matematiksel istatistik kaynaklarinda
yer alan standart cerceveyle uyumludur. Markov ve Chebyshev esitsizlikleri,
Bernoulli teoremi ve Lyapunov merkezi limit teoremi igin Feller (1968); MSE
ile tutarhlik ve asimptotik tahmin edici gergevesi igin Casella ve Berger (2002)
ile Shao (2003) izlenmisgtir.

Ozet:

Asimptotik teori, orneklem biyiikligu arttiginda rassal degisken dizilerinin
nasil davrandigimi inceler. Biiyiik sayilar yasas1 orneklem ortalamasimin
anakiitle ortalamasina yaklagtigini, merkezi limit teoremi ise uygun stan-
dartlagtirilmig toplamlarin normal dagilima yaklagtigim soyler. Stirekli
dontigiim, Slutsky ve delta yontemi bu limit sonuglarini doéntistirilmiig
istatistiklere tagir. Tutarlilik dogru parametreye yaklagmayi, asimptotik
normallik ise biiyiik 6rneklem hata dagilimim ifade eder.







Bolim 8
Ozel Dagilimlar ve Dagilim Aileleri

8.1 Gergek Diinya Problemi (Girig)

Bir ¢agr1 merkezinde dakikada gelen cagri sayisi, bir iiretim hattinda kusurlu
iiriin sayisi, bir cihazin arizalanana kadar caligma siiresi, bir sinav puaninin
ortalama etrafindaki dalgalanmasi ve bir ag baglantisinin ilk kopmaya kadar
dayanma siiresi birbirinden farkli gériiniir. Fakat hepsi ayni temel soruya ¢i-
kar: Gozlenen rassal biiytkliik hangi yapiya sahiptir ve bu yap1 hangi olasilik
dagilimiyla modellenmelidir?

Dagilim secimi ezberlenmis formiil listesi degildir. Bagari—basarisizlik dene-
meleri Bernoulli ve binom modellerine; nadir olay sayilar1 Poisson modeline;
ilk bagariya kadar bekleme geometrik modele; siirekli bekleme siireleri iistel ve
gamma ailelerine; toplam etkiler ve 6l¢iim hatalari normal modele dogal bigimde
baglanir. Bu boliimde 6zel dagilimlar, problem tiiriine gore segilen modelleme
araclari olarak ele alinir.

Bu Boliim Ne Saglar?
Bu boliim, dagilim ailesi ve parametre fikriyle baglar; ardindan kesikli dagi-
limlar, siirekli dagilimlar, bekleme siiresi modelleri, normal aileden tiireyen
dagilimlar, dagilimlar arasi iligkiler ve dagilim se¢imi kontrol listesi sunulur.
Amag, her dagilimi yalmz olasilik fonksiyonu veya yogunluk formiiliiyle
degil; kullanim baglami, parametre yorumu, beklenen deger, varyans ve
temel ozellikleriyle birlikte 6gretmektir.

129
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Amag ve Ogrenme Ciktilar
Bu boliimiin sonunda okuyucu

o dagilim ailesi ve parametre kavramlarini modelleme baglaminda acikla-
yabilir,

o Bernoulli, binom, geometrik, negatif binom, hipergeometrik ve Poisson
dagilimlarimi ayirt edebilir,

o diizgiin, iistel, gamma, beta ve normal dagilimlarin temel 6zelliklerini
kullanabilir,

o {istel ve geometrik dagilimlarin belleksizlik 6zelligini yorumlayabilir,

o normal dagilimdan tiireyen ki-kare, Student ¢ ve F' dagilhimlarinin nerede
kullanildigini aciklayabilir,

e veri tipine ve siire¢ yapisina gore uygun dagilim se¢imi yapabilir.

8.2 Dagilim Ailesi ve Parametre Mantig:

Bir dagilim ailesi, ayn1 matematiksel bi¢imi paylagan fakat parametre degerlerine
gore degisen dagilimlar kiimesidir. Parametreler modelin konumunu, yayilimini,
olay hizini veya basgar1 olasiligini belirler. Bu bakig, 6zel dagilimlar: ezber listesi
olmaktan ¢ikarir ve onlar1 modelleme dili haline getirir.

Tamim 8.1 (Dagilim Ailesi) Parametre kiimesi © olmak iizere, § € © deger-
lerine bagh olasilik dagilimlar: kiimesine dagilim ailesi denir. Bu aile kesikli
durumda p(z; 8), siirekli durumda f(z;6) ile gosterilebilir.

Ornek 8.1 (Binom Ailesi). X ~ Bin(n,p) dagilvminda n deneme sayising, p
ise her denemedeki basar: olasiligini gosterir. n ve p degistikce ayna aile i¢inde
farkly dagilimlar elde edilir.

Aymi ortalama farkli dagilimlardan gelebilir. Ornegin ortalamasi 10
olan bir Poisson degigkeni yalniz negatif olmayan tam say1 degerleri alir;
ortalamasi 10 olan normal degigken ise siirekli ve simetriktir. Bu nedenle
yalniz ortalamaya bakarak dagilim segilmez.

8.3 Bernoulli ve Binom Dagilimlari

Iki sonuclu deneyler olasiik modellemesinin en temel yap: taglaridan biridir.
Bagari—bagarisizlik, kusurlu—saglam, evet—hayir, gegti—kaldi gibi durumlar Ber-
noulli degigkeniyle temsil edilir. Bagimsiz Bernoulli denemelerinin toplamai ise
binom dagilimini verir.
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Tanmm 8.2 (Bernoulli Dagilimi) X yalniz 0 ve 1 degerlerini aliyor ve
P(X=1)=p, P(X=0)=1-p
ise X ~ Bernoulli(p) denir. Bu durumda
E(X)=p,  Var(X)=p(l-p).

Tanmim 8.3 (Binom Dagilimi) X, ..., X, bagimsiz Bernoulli(p) degigkenleri
ve S, = > 1 X; olsun. Bu durumda S,, ~ Bin(n,p) ve

P(Sn:k): (Z)pk(l_p)n_kv k:Oala""n'

Ayrica
E(S,) = np, Var(S,) = np(1 — p).

Kanat. S,, = k olay1 tam k bagar1 ve n — k bagarisizlik iceren dizilerden olugur.
Her belirli dizinin olasiligi bagimsizlik nedeniyle p*(1—p)"~* olur. Béyle dizilerin
say1s1 (Z) oldugundan olasilik fonksiyonu elde edilir. Beklenen deger ve varyans,
bagimsiz Bernoulli degigkenlerinin toplamindan gelir. a

Ornek 8.2 (Kalite Kontrol). Bir dretim hattinda bir driniin kusurlu olma
olasilign 0.03 olsun. Bagimsiz segilen 100 drindeki kusurlu sayist

S ~ Bin(100,0.03)

ile modellenir. Beklenen kusurlu sayist 100 - 0.03 = 3 olur.

Binom dagilimimin moment treten fonksiyonu hem moment hesabini hem
de bagimsiz binom degiskenlerinin toplamini analiz etmeyi kolaylagtirir (Ross,
2019).

Teorem 8.1 (Binom MGF ve Toplami). S,, ~ Bin(n,p) i¢in
Ms, (t) = (1 —p+pe")"

olur. Ayrica X ~ Bin(m,p) ve Y ~ Bin(n,p) bagimsiz ve ortak p ise
X +Y ~ Bin(m+mn,p).

Kanat. Bernoulli igin M (t) = 1 — p + pet’dir. Binom bagimsiz Bernoulli toplami
oldugundan MGF’ler ¢arpilir ve (1—p-+pet)™ elde edilir. Toplam i¢in My 1y (t) =
(1 —p+pe)™(1 —p+ pet)® = (1 — p + pet)™+™ olur; bu Bin(m + n,p) nin
MGF’sidir ve tekillik geregi sonug ¢ikar. a
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Bin(9,0.5)

. | P

Sekil 8.1 Binom olasilik fonksiyonu: p = 0.5 i¢in dagilim simetriktir; tepe ortalama np
civarindadir.

8.4 Geometrik ve Negatif Binom Dagilimlari

Binom dagiliminda deneme sayisi sabit, bagari sayisi rassaldir. Geometrik ve
negatif binom dagilimlarinda ise bagar:1 sayisi hedeflenir; bu basariya ulagsmak
i¢in gereken deneme sayis1 rassaldir.

Tanim 8.4 (Geometrik Dagilim) Bagimsiz Bernoulli denemelerinde ilk ba-
sariin gergeklestigi deneme sayisi T' olsun. Bu durumda

PT=k)=1-p)*tp, k=12,...
ve T' ~ Geom(p) denir. Bu tanim altinda

1 1-
B(T)=—,  Var(T)= p2p.

Teorem 8.2 (Geometrik Dagilimin Belleksizlik Ozelligi). T ~ Geom(p) ise
pozitif tam sayilar s,t i¢in

PT>s+t|T>s)=PT>t)
gecerlidir.
Kanat. Geometrik dagihm i¢in P(T > m) = (1 — p)™ olur. Bu nedenle

P(T>s+t|T>s)= PEDT(;S—;) = %f%:t =(1-p)=P(T>t).

O

Tanim 8.5 (Negatif Binom Dagilimi1) Bagimsiz Bernoulli denemelerinde
r’inci bagarinin gerceklestigi deneme sayis1 7" olsun. O halde
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E—-1\ ,
P(T=k)= (T1>p7(1—p)’“—7”, k=rr+1,...

olur. r = 1 6zel durumunda geometrik dagilim elde edilir.

Ornek 8.3 (Ugiincii Satisa Kadar Arama). Bir satis temsilcisinin her aramada
satis yapma olasiligr p = 0.2 olsun. Ugiincii satisin 10°uncu aramada gerceklesme

olasilign
(Z) (0.2)3(0.8)7

ile hesaplanar.
Teorem 8.3 (Negatif Binomun Ortalama ve Varyansi). T ~ NegBin(r,p),
yani r’inci basarya kadar deneme sayist ise
1—
By =", Va(m)="1"2
p p

olur.

Kanat. T, r bagimsiz geometrik bekleme siiresinin toplamidir: T = Z;zl G,
G; ~ Geom(p). Her geometrik i¢in E(G;) = 1/p ve Var(G;) = (1 — p)/p*dir.
Bagimsizlik nedeniyle beklenenler ve varyanslar toplanir; sonug elde edilir. O

Yorum:

Geometrik dagilim, kesikli dagilimlar icinde belleksizlik 6zelligini tasiyan
tek dagilimdir. Siirekli kargiligy iistel dagilimdir. Bu nedenle “ge¢mis baga-
risizliklar gelecekteki beklemeyi etkilemez” yorumu yalniz bu iki dagihim
i¢in gegerlidir.

8.5 Hipergeometrik Dagilim

Binom dagilimi bagimsiz denemelere dayanir. Ancak sonlu bir anakiitleden
iadesiz ornekleme yapildiginda denemeler bagimsiz degildir. Bu durumda hiper-
geometrik dagilim kullanilir.

Tanim 8.6 (Hipergeometrik Dagilim) N birimlik bir anakiitlede K bagar
ve N — K bagarisizlik bulunsun. fadesiz n birim secildiginde érneklemdeki bagar:

sayist X icin
() Gs)
()

olur. Uygun z degerleri i¢in bu dagilima hipergeometrik dagilim denir.

PX=xz)=
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Ornek 8.4 (Partiden Uriin Segimi). Bir partide N = 50 diriiniin K = 6 tanesi
kusurlu olsun. Iadesiz n =5 trin segildiginde tam 1 kusurlu trin gelme olasilig

6 (44
() (4)
50
(5)
seklindedir.
Teorem 8.4 (Hipergeometrik Ortalama ve Binom Yaklagimi). Hipergeometrik
dagilvmda p = K/N olmak tzere
N-—n
N -1

E(X) = np, Var(X) = np(1 — p)
olur. N ¢ok biyik ve n/N kigiikse hipergeometrik dagilim Bin(n,p) ile yaklag-
tirdabilir.

Kamt. X = """ | I; yazihr; burada I;, ¢'inci ¢ekiligin basar1 gostergesidir.
Simetri nedeniyle E(I;) = K/N = p oldugundan E(X) = np. Varyansta
gostergeler arasi negatif kovaryans sonlu anakiitle ¢arpani (N —n)/(N —1)’i
iiretir. N — oo iken bu carpan 1’e gider ve iadesiz secim iadeli se¢ime, yani
binoma yaklagir. O

8.6 Poisson Dagilimi

Poisson dagilimi, sabit bir zaman, alan veya hacim araliginda meydana gelen olay
sayisinit modellemek icin kullanilir. Cagri sayisi, trafik kazasi sayisi, radyoaktif
bozunma sayisi veya bir metindeki yazim hatasi sayisi bu modele érnek olabilir.

Tanmim 8.7 (Poisson Dagilimi) A > 0 igin X degigkeni

—_ —A)‘k

P(X=k=c5 k=012

olasilik fonksiyonuna sahipse X ~ Poisson(\) denir. Bu durumda
E(X) =, Var(X) = A.

Teorem 8.5 (Binom-Poisson Yaklagimi). n biyik, p kigik ve np = X yaklagik
sabit ise
Bin(n,p) ~ Poisson(\)

yaklasima kullanilabilir.

Kanit. X ~ Bin(n,p) ve p = A/n alinirsa
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k n—k
n\ (A A
P(X=k) = 2) (1-2 .
n — oo iken (})/n* — 1/k! ve (1 — A/n)" — e~ oldugundan Poisson olasilik

fonksiyonu elde edilir. a

Ornek 8.5 (Cagn Merkezi). Bir ¢agri merkezine dakikada ortalama 4 cagr
geliyorsa bir dakikadaki ¢agre sayist yaklagik X ~ Poisson(4) ile modellenebilir.
Hig¢ cagri gelmeme olasilign

olur.

Bir iiretim hattinda kusur olasiligi p = 0.01 ve giinliik iiretim n = 500
olsun. Kusurlu parga sayisi tam olarak Bin(500,0.01) ile modellenir. Ancak
n bityik, p kii¢iikk ve np = 5 oldugundan Poisson(5) yaklagim pratik ve
hizhidar.

Teorem 8.6 (Bagmsiz Poisson Toplami). X ~  Poisson(A;) wve
Y ~ Poisson(\s) bagimsiz ise

X 4+Y ~ Poisson(A + Az2)
olur.
Kanit. Poisson’un MGF’si M (t) = exp(A(e! — 1))’dir. Bagimsizlik nedeniyle

MX+Y(t) = ekl(et_l)ekz(et_l) _ e()\1+>\2)(€t_1)

olur; bu Poisson(A; + A2)’nin MGF’sidir. Tekillik geregi sonug ¢ikar. Sezgisel
olarak, iki bagimsiz nadir olay akiginin birlesimi yine bir Poisson akigidir. 0O

P(X = k)

I“ll | .,

Sekil 8.2 Poisson dagilhimi: A biiytidiikce dagilim saga kayar, yayilir ve daha simetrik
gorinir.
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8.7 Kesikli Diizgiin Dagilim

Es olasilikli sonlu sonuglar s6z konusu oldugunda kesikli diizgiin (uniform)
dagilim kullanilir. Zar atma, rastgele numara se¢me ve simiilasyonlarda baglangig
modelleri bu simifa girer.

Tanmim 8.8 (Kesikli Diizgiin Dagilim) X degiskeni a,a + 1,...,b tam say1
degerlerini eg olasilikla aliyorsa

1
P X = k = — k - ]_ . e b
( ) b —a + 1 ) a,a + ) )
ve X kesikli diizgiin dagilimlidir denir.
Ornek 8.6 (Adil Zar). Adil bir zar i¢in X € {1,2,3,4,5,6} ve P(X =k) =1/6
olur. Es olasilikhilik varsayima fiziksel simetriye dayanir; zar hileliyse diizgiin
model uygun degildir.

8.8 Siirekli Diizgiin Dagilim

Stirekli diizgiin (uniform) dagilim, belirli bir aralikta biitiin alt araliklarin
uzunluklar: oraninda olasilik aldig1 modeli temsil eder. Simiilasyonun temel
dagilimidir; pek ¢ok rassal say1 tiretme yontemi diizgiin degiskenden baglar.

Tanim 8.9 (Siirekli Diizgiin Dagilim) X ~ Uniform(a,b) ise yogunlugu

f(z) = a<zx<b

seklindedir. Bu durumda

a+b (b—a)?
E X == X = .
() =252 Var(x) = 2
Ornek 8.7 (Rastgele Varis Ani1). Bir otobiisiin 10 dakikabk arahklarla geldigi
ve yolcunun duraga gelis animn bu aralik i¢inde rastgele oldugu varsayilsin.
Bekleme stiresi yaklagik Uniform(0, 10) ile modellenebilir.

8.9 Ustel ve Gamma Dagilimlari

Ustel dagilim siirekli bekleme siiresi modellerinin temelidir. Gamma dagilimi
ise birden fazla bagimsiz iistel bekleme siiresinin toplamini modellemek icin
kullanilir.
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Tanim 8.10 (Ustel Dagilim) A > 0 igin
f(z) = Ae 22, x>0

yogunluguna sahip degigkene iistel dagilimli denir ve X ~ Exp(\) yazilir. Bu
durumda

1 1
Teorem 8.7 (Ustel Dagilimin Belleksizlik Ozelligi). X ~ Exp(\) ise her s,t > 0
icin
P(X>s+t| X >s)=P(X >t)
olur.

Kanat. Ustel dagilmin sagkalim fonksiyonu P(X > z) = e~ ** oldugundan

67)\(5+t)

e—As

Tanim 8.11 (Gamma Dagilimi) a > 0 ve A > 0 igin
flx) = Z—a e, x>0

yogunluguna sahip degiskene gamma dagilimli denir. Bu durumda

« (0%

Ustel dagilim, a = 1 6zel durumudur.

Tanmim 8.12 (Poisson Siireci) Olaylarin zaman icinde tek tek gergeklegtigi bir
sayim siirecinde, ayrik zaman araliklarindaki olay sayilari bagimsiz ve uzunlugu
t olan her araliktaki olay sayis1 Poisson(At) dagilimli ise bu siirece hiz1 A olan
Poisson stireci denir. Bu siirecte ardigik olaylar arasi bekleme siireleri bagimsiz
Exp(A) dagilimhdir; ilk « olaya kadar gecen toplam siire ise Gamma(a, \)
dagilimina sahiptir.

Ornek 8.8 (Birden Fazla Olay1 Bekleme). Bir Poisson siirecinde olay hiz
saatte A = 3 olsun. Ilk olay bekleme siiresi Exp(3) ile, dg¢iinci olaya kadar gegen
stire ise sekil parametresi a = 3 olan gamma dagilimayla modellenir.

Teorem 8.8 (Ustel Toplami Gamma’dir). X7i,..., X, ~ Exp(\) bagimsiz ise

Z X; ~ Gamma(n, A)

=1

olur.
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Kant. Ustel dagilimin MGF’si A/(\ — t)’dir (¢ < A). Bagimsizlik nedeniyle
toplamin MGF’si bunlarin ¢arpimi, yani (A/(A —t))™ olur; bu Gamma(n, A)’nin
MGF’sidir. Tekillik teoremi sonucu verir. Bu, bir Poisson siirecinde n’inci olaya
kadar gegen toplam siirenin gamma dagildigini agiklar. ad

Teorem 8.9 (Bagimsiz Ustellerin Minimumu). X, ..., X, bagimsiz ve X; ~
Exp()\;) olsun. Bu durumda

min(Xy,...,X,) ~ Exp (Z >\i>
i=1
olur.

Kanit. Minimumun 2’i agmas: tiim degiskenlerin 2’i agmasi demektir:

P(min X; > z) = HP(Xi > ) = He_’\'“” = e~ (2027,
’ i=1

i=1

Bu, liz1 ), \; olan iistel dagilimin sagkalim fonksiyonudur. a

f(x)

T

Sekil 8.3 Ustel yogunluk: hiz A biiyiidiikce tepe yiikselir ve dagilim orijine dogru sikisir.

8.10 Beta Dagilimm

Beta dagilhimu [0, 1] araliginda tamimh siirekli degigkenler igin esnek bir ailedir.
Oranlar, olasiliklar ve belirsiz bagar1 olasiligi modellerinde sik kullanilir.

Tanmim 8.13 (Beta Dagilimi) « > 0 ve § > 0 igin

F(Oé + 6) xa—l
(o)l (B)

yogunluguna sahip degigskene beta dagilimli denir. Bu durumda

f(z) = 1-2)1  o0<z<l1
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a
a+p’

E(X) =

Ornek 8.9 (Basar1 Olasihig1 Belirsizligi). Yeni bir diriiniin begenilme orani p
bilinmiyorsa ve p icin degerler 0 ile 1 arasinda degisiyorsa beta dagilims dogal
bir on modeldir. a ve B parametreleri énceki basary ve basarisizlik bilgisini temsil
edebilir.

8.11 Normal Dagilim

Normal dagilim, simetrik 6l¢iim hatalari, toplam etkiler ve merkezi limit yakla-
simi nedeniyle olasilik ve istatistikte merkezi bir yere sahiptir. Tek tek bilegenlerin
dagilimi normal olmasa bile, ¢ok sayida kii¢iik bagimsiz etkinin toplami ¢ogu
zaman yaklagik normal davranir.

Tanim 8.14 (Normal Dagilim) ¢ € R ve ¢ > 0 igin

flz) = ! exp{—(xz;gy}, —00 < & < 00

oV 2T
yogunluguna sahip degiskene normal dagilimh denir ve X ~ N (p,0?) yazlr.
Teorem 8.10 (Standartlagtirma). X ~ N(u,0?) ise

X—p
o)

7 = ~ N(0,1)

olur.

Kanat. Dogrusal doéniisim yogunluk doniigtimiyyle uygulanir. X = p + o2
yvazildiginda Jacobian c¢arpani o olur ve elde edilen yogunluk standart normal
yogunlugudur. a

Ornek 8.10 (Smav Puani). Bir sinav puan yaklasik N(70,102) dagilimina
sahipse 857%in dizerindeki puan olasilig

85— 170
10

P(X>85):P<Z> ):P(Z>1.5)

seklinde standart normal tabloyla bulunur.

Teorem 8.11 (Bagmmsiz Normallerin Toplami). X ~ N(ui,0%) ve Y ~
N(uz,02) bagimsiz ise

X +Y ~ N(ui + p2, 07 +03)

olur.
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Kamit. Normal dagihmin MGF’si exp(ut + o2t%/2)’dir. Bagimsiz toplamda
MGF’ler garpilir; iisteller toplanarak exp((u1 + u2)t + (0% + 03)t%/2) elde edilir.
Bu, belirtilen parametreli normalin MGF’sidir. a

Yorum:
Ampirik kural (68-95-99.7): Normal dagilimda gozlemlerin yaklagik %68’i
pto, %951 pt20 ve %99.7'si p£30 araligindadir. Bu kural, normal verinin
hizli yorumlanmasinda ve aykiri1 deger taramasinda pratik bir o6lciittiir.

f(x)

%68

Sekil 8.4 Normal yogunluk ve ampirik kural: ;4 & o araligi toplam alanin yaklasik %68’ini
kapsar.

8.12 Normal Dagilimdan Tiireyen Dagilimlar

Ki-kare, Student ¢ ve F' dagilimlar1 normal 6rneklem kuramindan dogar. Bu
dagilimlar ozellikle varyans tahmini, kiiciik 6rneklem ortalama g¢ikarimi ve
varyans orani problemlerinde kullanilir.

Tamm 8.15 (Ki-Kare Dagilimi) 7, ..., Z; bagimsiz standart normal degis-
kenler ise
X=Z{+ -+ 272}

degiskeni k serbestlik dereceli ki-kare dagilimina sahiptir ve X ~ x7 yazilr.

Tanim 8.16 (Student ¢t Dagilimi) Z ~ N(0,1), U ~ x2 ve Z ile U bagimsiz

olsun. Bu durumda 7

VU/v

degiskeni v serbestlik dereceli Student ¢ dagilimina sahiptir.

o 2 2 o .
Tanim 8.17 (F Dagilm) U ~ x; ve V ~ x;, bagimsiz ise



8.13 Dagilimlar Arasi {ligkiler 141

U/V1
F:
V/I/Q

degiskeni (v1, v9) serbestlik dereceli F' dagilimina sahiptir.

Ornek 8.11 (Kiiciik Orneklem Ortalamasi). Normal anakiitleden gelen kiigiik
orneklemde o bilinmiyorsa

X —p
- S/vn
istatistigi t,—1 dagilvmina sahiptir. Bu nedenle kiiciik orneklem giiven aralikla-
rinda normal tablo yerine t tablosu kullanaler.

T

Teorem 8.12 (Ki-Kare Gammanin Ozel Durumudur). X ~ x3 ise X ~
Gamma(a = k/2,\ = 1/2) olur. Dolayisiyla

E(X)=k,  Var(X)=2k.

Kamit. Ki-kare yogunlugu f(x) oc #%/2=1e=%/2 bicimindedir; bu, sekil k/2 ve
hiz 1/2 olan gamma yogunlugudur. Gamma ortalamas1 a/\ = (k/2)/(1/2) = k
ve varyanst a/A\? = (k/2)/(1/4) = 2k olur. O

8.13 Dagilimlar Aras: Iligkiler

Ozel dagilimlar birbirinden kopuk degildir. Bir dagihim bagka bir dagilimin 6zel
durumu, limiti veya toplami olarak ortaya c¢ikabilir. Bu iligkiler model se¢imini
ve yaklagik hesaplamay1 kolaylagtirir.

o Bernoulli degigkenlerinin toplami binom dagilimidir.

e Geometrik dagilim negatif binom dagilimimin » = 1 6zel durumudur.

o Ustel dagilim gamma dagilmimm o = 1 ézel durumudur.

e Bagimsiz iistel bekleme siirelerinin toplami1 gamma dagilimidir.

e n biiyiik ve p kiiciik oldugunda binom dagilimi Poisson ile yaklagtirilabilir.

e n biiyiik oldugunda binom ve Poisson dagilimlar:1 uygun kosullarda normal
ile yaklagtirilabilir.

[Bernoullij [ Binom ] Poisson

(Geomeric)  (Neg Bwom) (Gl )

Sekil 8.5 Ozel dagilimlar aras: iligkiler: toplama, limit ve 6zel durum baglantilar1 dagilhimlar:
tek bir harita tizerinde birlegtirir.
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8.14 Dagilim Secim Kontrol Listesi

Bir modelleme probleminde dagilim secerken asagidaki sorular yol gostericidir:

Degisken kesikli mi, stirekli mi?

Degerler sinirli mi, sinirsiz mi?

Degisken bir sayim mi, bekleme siiresi mi, oran mi, 6l¢im hatasi mi?
Denemeler bagimsiz mi, yoksa iadesiz se¢im nedeniyle bagimli mi?
Ortalama ile varyans arasinda 6zel bir iligki var mi1?

Stiregte bellek var mi, yoksa kalan bekleme siiresi gegmisten bagimsiz mi?
Biiyiik 6rneklem veya nadir olay yaklagimi kullamilabilir mi?

A e

Yaygin Hata Kaliba:
En yaygin hata, veri tipini dikkate almadan normal dagilim kullanmaktir.
Negatif deger alamayan bekleme siireleri, sinirhi oranlar veya kiigiik sayim
verileri cogu zaman normal dagihmdan farkli modeller gerektirir.

8.15 Ornek Veri Tablosu ve Yazilim Coziimleri

Asagidaki tablo, bir {iretim hattinda 10 giin boyunca gézlenen kusurlu {irin
sayilarini gostermektedir.

Giin |12345678910
Kusurlu Say151|342514362 4

Bu veri sayim verisidir ve negatif deger alamaz. Giinliik ortalama kusurlu
sayis1 yaklagik Poisson parametresi igin ilk tahmin olarak kullanilabilir.

x <- c(3, 4, 2, 5, 1, 4, 3, 6, 2, 4)
lambda_hat <- mean(x)

lambda_hat

ppois(2, lambda=lambda_hat)
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Python Coziimii

import numpy as np
from math import exp, factorial

x = np.array([3, 4, 2, 5, 1, 4, 3, 6, 2, 4])

lambda_hat = np.mean(x)

prob_le_2 = sum(exp(-lambda_hat) * lambda_hat**k / factorial(k)
for k in range(3))

print(lambda_hat, prob_le_2)

8.16 Gorsellestirme ve Grafikler

Farkli parametre degerleri dagilmin seklini degistirir. Ornegin Poisson dagih-
minda A arttikca dagilim saga kayar ve daha simetrik gériinmeye baglar.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from math import exp, factorial

k = np.arange(0, 16)

for lam in [1, 4, 9]:
p = [exp(-lam) * lam**i / factorial(i) for i in k]
plt.plot(k, p, marker="o", label=f"lambda={lam}")

plt.xlabel("k")

plt.ylabel("P(X=k)")

plt.title("Poisson Dagiliminda Parametre Etkisi")
plt.legend()

plt.show()

Dikkat: Kavram Yanilgisi
Normal dagilim her siirekli veri igin varsayilan model degildir. Pozitif, saga
carpik ve ug deger iiretebilen verilerde log-normal, gamma, Pareto veya
Cauchy gibi agir kuyruklu aileler daha uygun olabilir.
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Ufuk Notu:

Agir kuyruklar ve risk yonetimi: Finansal kayip, sigorta hasari ve
internet trafigi gibi alanlarda ug degerler ortalamayi ve riski belirgin bigimde
etkiler. Pareto dagilimi “az sayida biiyiik olay” yapisini; log-normal dagilim
ise garpimsal biiylime siire¢lerini modellemek i¢in dogal adaydir. Cauchy
dagiliminda ortalamanin tanimsiz olmasi, ug degerlerin klasik 6zetleri nasil
kirilganlagtirdigini gosterir.

Kendini Dene:

Ara Kontrol: Bir veri kiimesinde birka¢ ¢ok biiyiik gdzlem ortalamayi
dramatik bi¢cimde degigtiriyorsa model secerken hangi kuyruk o6zelligine
bakarsiniz?

8.17 Boliim Sonu Coziimlii Problemler

1. Bir {iriiniin kusurlu olma olasiligi 0.02 olsun. Bagimsiz 50 iiriinde tam 2
kusurlu gikma olasiligini yazin.
Coziim. Kusurlu sayist X ~ Bin(50,0.02) olur. Bu nedenle

50
P(X =2)= ( 5 ) (0.02)%(0.98)*%.
2. Bir cagr1 merkezine dakikada ortalama 3 cagr1 gelmektedir. Bir dakikada
hi¢ ¢agr1 gelmeme olasiligr nedir?
Coziim. X ~ Poisson(3) alinirsa
—3370 — o3

P(X=0)=e ol

3. Basar olasiligl p = 0.25 olan bagimsiz denemelerde ilk bagarinin dérdiincii
denemede gelme olasiligini bulun.
Coziim. T ~ Geom(0.25) oldugundan

P(T = 4) = (0.75)3(0.25).

4. X ~ Exp(2) olsun. P(X > 1) degerini hesaplayin.
Coziim. Ustel dagilimim sagkalim fonksiyonu P(X > z) = e~** oldugundan

P(X >1)=¢e2

5. X ~ N(100,152) olsun. X’in standartlagtirilmig degiskenini yazn.
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10.

11.

Coziim.
X —100
Z =———n~N(0,1).
=~ N(O,1)
Z1, ..., Zs bagimsiz standart normal degigkenler olsun. ZZ+- - -4 Z2 dagilim
nedir?

Coziim. Tanim geregi
Z3 4+ 72 ~ X3

X ~ Poisson(2) ve Y ~ Poisson(3) bagimsiz ise X +Y dagilimi nedir?
Coziim. Bagimsiz Poisson toplami geregi X + Y ~ Poisson(5).

X1, X5, X3 ~ Exp(\) bagimsiz ise toplamlarimin dagilimi nedir?

Coziim. Ustel toplami gamma’dir: X7 + Xo + X3 ~ Gamma(3, ).

ki bagimsiz sistem iistel omiirlii, hizlar1 \; = 0.1 ve Ay = 0.2 olsun. Ilk
arizaya kadar gegen siirenin dagilimi nedir?

Coziim. Minimum tsteldir: min(X;, Xz) ~ Exp(0.1 + 0.2) = Exp(0.3).
r’inci bagariya kadar deneme sayisi T ~ NegBin(r,p) ise E(T) nedir?
Coziim. r bagimsiz geometrigin toplami oldugundan E(T') = r/p.

X ~ x2 icin beklenen deger ve varyans nedir?

Coziim. Ki-kare gamma’'nin 6zel durumu oldugundan E(X) = 8 ve
Var(X) =2-8 = 16.

8.18 Boliim Sonu Alistirmalar:

E1.

E2.

E3.
E4.

Binom dagilimiyla modellenebilecek gergek bir durum belirleyin ve varsa-
yimlar1 yazin.

Geometrik ve negatif binom dagilimlarini bekleme zamani agisindan kargi-
lagtirin.

Ustel dagihmin neden hafizasiz oldugunu aciklayin.

Normal dagilimin uygulamalarda sik gériilmesinin bir nedenini belirtin.

8.19 Kaynak Notu

Bu boliimdeki 6zel dagilimlar, dagihim aileleri, bekleme siiresi modelleri, Poisson
yaklagimi ve normal aileden tiireyen dagilimlar; Ross (2019), Hogg, McKean ve
Craig (2019), Casella ve Berger (2002), Montgomery ve Runger (2018), Grimmett
ve Stirzaker (2020) ve Hsu (1997) gibi klasik olasilik ve istatistik kaynaklarinda
yer alan standart gerceveyle uyumludur. Moment tireten fonksiyonlarla toplam
dagilimlar, iistel ve gamma iligkileri, hipergeometrik ile binom baglantisi ve
dagilimlar aras: iligki haritas: igin Feller (1968), Casella ve Berger (2002) ve
Mukhopadhyay (2000) izlenmistir.
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Ozet:
Dagilim secimi, problemin 6l¢iim tipine ve siire¢ yapisina baghdir. Tki so-
nuclu denemeler Bernoulli ve binom; ilk basariya kadar bekleme geometrik;
nadir olay sayilar1 Poisson; siirekli bekleme stireleri iistel ve gamma; oranlar
beta; simetrik 6l¢iim hatalari ve toplam etkiler normal dagilimla model-
lenir. Ki-kare, ¢ ve F' dagilimlari normal 6érneklem kuramindan tiireyerek
cikarimsal istatistikte temel rol oynar.




Bolim 9
Kosullu Dagilimlar ve Beklenti

9.1 Gergek Diinya Problemi (Giris)

Bir bankanin kredi riski modeli, miigterinin gelir diizeyi, 6deme ge¢migi ve mev-
cut borg orani bilindiginde temerriit olasiligin1 yeniden hesaplar. Bir hastanede
tam testi pozitif cikan hastanin gercek hastalik olasiligl, hastaligin toplumdaki
yaygiligina ve testin hata oranlarina baghdir. Bir sigorta girketinde beklenen
hasar, miisterinin yag grubu, arag tipi ve geg¢mis kaza bilgisi 6grenildiginde
degisir.

Bu orneklerin ortak noktasi yeni bilginin belirsizligi degistirmesidir. Kogullu
dagilimlar ve kogullu beklenti, “bilgi geldikten sonra olasilik modeli nasil giincel-
lenir?” sorusuna sistematik yanit verir. Bu béliim, olaylar i¢in kogullu olasilik
fikrini rassal degiskenlere ve beklentiye tagir.

Bu Boliim Ne Saglar?
Bu boliim kogullu olasiliktan baglayarak kogullu PMF, kosullu yogunluk,
kosullu dagihim fonksiyonu, kogullu beklenti, kosullu varyans, toplam bek-
lenti yasasi, toplam varyans yasasi, Bayes kurali, kogullama ile parcalama
ve kogullu beklentinin en iyi karesel tahmin yorumu konularimi ele alir.
Amac, kosullamay1 yalmz formiil degil; bilgi giincelleme, tahmin ve karma-
sik modelleri alt gruplara ayirma yontemi olarak kurmaktir.

147
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Amag ve Ogrenme Ciktilar
Bu boliimiin sonunda okuyucu

o kosullu olasilik, kogullu PMF ve kosullu yogunluk fonksiyonlarini yaza-
bilir,

¢ kogullu dagilimdan kogullu beklenen deger ve kosullu varyans hesapla-
yabilir,

¢ toplam beklenti ve toplam varyans yasalarini uygulayabilir,

o Bayes kuralin1 dagilim ve hipotez giincelleme problemlerinde kullanabi-
lir,

o kosullu beklentiyi bir rassal degisken ve en iyi karesel tahmin olarak
yorumlayabilir,

¢ kosullama ile karmagik olasilik ve beklenti problemlerini daha kii¢iik
parcalara ayirabilir.

9.2 Kosullama Fikrinin Temeli

Kosgullu olasilik, 6rnek uzayin yeni bilgiyle daraltilmasidir. B olayimnin gergek-
lestigi biliniyorsa artik olasiliklar tiim {2 tizerinde degil, B {izerinde yeniden
Olceklenerek hesaplanir. Bu fikir, Bayes diigiincesinin ve kogullu dagilimlarin
temelidir.

Tanim 9.1 (Kosullu Olasihik) P(B) > 0 ise A olaymmin B kogulu altindaki
olasilig1
P(ANB)
P(A|B)= ———
(lm =280

olarak tanimlanir.
Teorem 9.1 (Carpim Kurali). P(B) > 0 ise
P(ANnB)=P(B)P(A| B)
olur. Uygun pozitif olasiliklar altinda genel bi¢im
P(Ain---NA,) =P(A)P(As | A1) - - P(Ap | AN~ NAL_1)
seklindedir.

Kanat. 11k esitlik kosullu olasilik tamimimin yeniden diizenlenmesidir. Genel
esitlik ayn1 diizenlemenin ardigik kesisimlere uygulanmasiyla elde edilir. ad

Ornek 9.1 (Tadesiz Cekim). Bir torbada 5 kirmaz ve 8 mavi top olsun. Tadesiz
ki top cekildiginde ikisinin de kwrmaiz olma olasilige
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P(K1 ﬂKQ) = P(Kl)P(KQ | Kl) =

o0l ot
IS

olur.

Kogullu olasilikta kogul degigtiginde olasilik uzay1 degisir. P(A | B) ile
P(B | A) genellikle aym degildir. Bu karigiklik tibbi test, kredi riski ve
siiflandirma problemlerinde en yaygin yorum hatalarindan biridir.

Kogullamanin en giiglii kullanimlarindan biri, karmasik bir olay1 ayrik se-
naryolara boliip her senaryonun katkisini toplamaktir. Bu fikir toplam olasilik
yasasiyla ifade edilir (Ross, 2019; Bertsekas & Tsitsiklis, 2008).

Teorem 9.2 (Toplam Olasilik Yasasi). Ap,..., A, drnek uzayin bir ayrisume
(P(A;) > 0) ve B herhangi bir olay olsun. Bu durumda

P(B) =3 P(B| A)P(A)

olur.

Kanat. A; olaylar ayrik ve birlegimleri tiim 6rnek uzay oldugundan B = |J,(BN
A;) ayrik birlesimdir. Olasiliklarin toplanabilirligiyle P(B) = ), P(B N 4;)
olur. Carpim kuraliyla her terim P(B | A;)P(A;)ye esittir. O

Ornek 9.2 (Iki Makineli Uretim). Bir fabrikada parcalarin %607 birinci ma-
kineden (%2 kusur), %40 ikinci makineden (%5 kusur) geliyor. Rastgele bir
parcanwn kusurlu olma olasilig

P(kusur) = 0.02 - 0.60 + 0.05 - 0.40 = 0.032

olur. Senaryolara boliip agurlikly toplama klasik bir kosullama uygulamasidar.

9.3 Kesikli Kogullu Dagilimlar

Kesikli rassal degigkenlerde kosullu dagilim, ortak olasilik fonksiyonunun ilgili
marjinal olasiliga boliinmesiyle elde edilir. Bu islem, ¥ = y bilgisi altinda X
degiskeninin olasiliklarini yeniden 6lgekler.

Tanim 9.2 (Kosullu PMF) Kesikli X ve Y rassal degigkenleri i¢in P(Y =
y) > 0 oldugunda

PX=zY =y)

PX=x|Y=y = PY =)

ifadesi X'in Y = y kosulu altindaki kogullu olasilik kiitle fonksiyonudur.
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Teorem 9.3 (Kosullu PMF’nin Normalize Olmas1). P(Y =y) > 0 ise

Y PX=z|Y =y =1

olur.

Kanit. Tammdan

;P(Xzfﬂyzy):p(yly);P(X:"T’Y:y)ZIH:1'

Ornek 9.3 (Miigteri Smifi ve Temerriit). Y mdsteri sinafini, X temerrit
durumunu gostersin. P(X = 1,Y = vy) ortak olasihgs ve P(Y = y) sinaf olasilign
biliniyorsa

P(X=1Y=y)

POXC=1]Y =) = =50

o swnaftaki temerrit oraning verir.

Ornek 9.4 (Ortak Tablodan Kosullu Dagihm). ki zar atiminda X birinci zar,
Y = X7 + X5 toplam olsun. Y = 4 verildiginde X ’in kosullu dagilimi araniyor.
Y = 4 veren ortak sonuglar (1,3),(2,2),(3,1) olup her biri 1/36 olasiliktadur;
dolayusiyla P(Y = 4) = 3/36. Kosullu olasiliklar

P(X:l|Y:4):P(X:2|Y:4):P(X:3|Y:4):;);22:;

olur. Toplaman bilinmesi, birinci zary ¢ es olasilikly dejere indirger.

9.4 Siirekli Kosullu Yogunluk

Stirekli rassal degiskenlerde tek bir noktaya kogullamanin olasilig sifirdir; buna
ragmen yogunluklar aracihigiyla Y = y bilgisi altinda X’in kogullu yogunlugu
tanimlanabilir.

Tanim 9.3 (Kosullu Yogunluk) (X,Y) ortak yogunlugu fxy ve Y marjinal
yogunlugu fy olsun. fy(y) > 0 ise

_ fX,Y(xay)
fX|Y(x|y)* fY(y)

X’in Y =y kosulu altindaki kogullu yogunlugudur.

Teorem 9.4 (Kosullu Yogunlugun Normalize Olmasi). fy (y) > 0 ise
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[ fx (e | y)de =1

olur.

Kanit. Kogullu yogunluk tanimi kullanilir:

fy(y) _
fr(y)

/fxw(:v ) de = f%(y)/fx,ymy) dz =
O

Tanim 9.4 (Kogullu Dagilim Fonksiyonu) Y = y bilgisi altinda X’in kogullu
dagilim fonksiyonu

Fxpy(z|y)=P(X <z[Y =y)

seklinde tanimlanir. Siirekli durumda

Fay(@ | y) = /_ Fiy (| 9) du

olur.

Ornek 9.5 (Sicakliga Gére Enerji Tiiketimi). X giinlik enerji tiketimi, Y dis
swcaklik olsun. fxy(x | 5), dis sicakhk 5 derece oldugunda enerji tiketiminin
dagilimane gésterir. Bu kosullu dagilim, genel tiketim dagilimindan daha dar
veya farkl konumda olabilir.

Ornek 9.6 (Uggen Bolgede Kosullu Dagilm). (X,Y) ¢ifti 0 < z <y < 1
dggeninde dizgin dagilsin; ortak yogunluk fxy(xz,y) = 2. Y ’nin marjinal
yogunlugu fy (y) = foy 2dx = 2y olur. Buradan

2 1
fXny:7:77 0<$<y,
vl =g =

yani Y = y veridiginde X ~ U(0,y) olur. Dolayiswyla E[X | Y = y| = y/2
bulunur; bu da E[X | Y] =Y/2 rassal degiskenini verir.

9.5 Bagimsizlik ve Kogullama

Kosullama yeni bilgi ekler. Eger bu bilgi dagilimi degistirmiyorsa, ilgili degis-
kenler bagimsizdir. Bu nedenle bagimsizlik kogullu dagilim dilinde ¢ok dogal
bicimde ifade edilir.

Teorem 9.5 (Bagimsizlik ve Kogullu Dagilim). X ve Y bagimsiz ise P(Y =
y) > 0 olan kesikli durumda
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PX=z|Y=y)=PX=2x)
olur. Sirekli durumda ise fy(y) > 0 igin

Ixiy(zy) = fx(z)
gecerlidir.

Kanit. Kesikli durumda bagimsizhik P(X = 2, Y =y) = P(X = 2)P(Y = y)
verir. Tanima yerlegtirildiginde P(X =z | Y = y) = P(X = z) bulunur. Siirekli
durumda aym argiiman ortak yogunlugun fx(x)fy (y) bigiminde garpanlara
ayrilmasiyla yapilir. a

Ornek 9.7 (Bilgi Deger Tagimadiginda). Bir zarn sonucu X, ayni anda
atilan bagimsiz bir paramin sonucu Y olsun. Paramin yazi geldiging bilmek zarin
dagiliman degistirmez; bu nedenle P(X =k | Y = yaz) = 1/6 olur.

9.6 Kosullu Beklenti

Kosgullu beklenti, yeni bilgi geldikten sonra rassal degigkenin ortalamasidir.
E[X | Y = y] sayisal bir degerdir; E[X | Y] ise Y'nin degerine gore degigen bir
rassal degiskendir.

Tanim 9.5 (Kosullu Beklenti) Kesikli durumda

EX|Y =y =) aP(X=z|Y =y)

surekli durumda ise
BX|Y =)= [ afave]y)ds

olarak tanimlanir.

Tanim 9.6 (Kosullu Beklenti Bir Rassal Degiskendir) E[X | Y = y]
degeri y’nin bir fonksiyonudur. Bu fonksiyon m(y) ile gosterilirse

EX |Y]=m(Y)
bir rassal degigkendir.
Teorem 9.6 (Kogullu Beklentinin Dogrusalligi). Beklentiler tanimhysa
ElaX +bZ|Y]=aFE[X |Y]|+bE[Z | Y]

gecerlidir.



9.7 Toplam Beklenti Yasasi 153

Kanit. Her Y = gy kosulu altinda beklenti, kogullu dagilima gore alinan sira-
dan beklentidir. Beklenti operatoriiniin dogrusalligr kogullu dagilim altinda da
gecerlidir. a

Ornek 9.8 (Gelire Gére Harcama). X aylk harcama, Y gelir grubu olsun.
E[X |Y = yiiksek|, yiksek gelir grubundaki ortalama harcamay: verir. E[X | Y]
ise her misteri icin gelir grubuna bagl tahmin degeridir.

Kogullu beklentinin en kullanigh 6zelliklerinden biri, kogullanan degiskenin
fonksiyonlarimin sabit gibi digar1 ¢ikarilabilmesidir. Bu kural ¢ok sayida hesabi
kisaltir (Williams, 1991; Grimmett & Stirzaker, 2020).

Teorem 9.7 (Bilineni Digar1 Alma). g(Y) uygun bir fonksiyon ve beklentiler
taniml olsun. Bu durumda

Eg(Y)X [Y]=g(Y)E[X |Y]
olur. Ozel olarak X ile Y bagrmsizsa E[X | Y] = E[X] sabittir.

Kanit. Y = y kosulu altinda ¢g(Y) = g(y) sabittir; kogullu beklenti siradan
beklenti gibi davrandigindan sabit disar1 gikar: Elg(y)X | Y =y] = g(y)E[X |
Y = y]. Bu her y i¢in gegerli oldugundan rassal degigken esitligi elde edilir.
Bagimsizlik durumunda kogullu dagilim marjinal dagilima egit oldugundan
E[X | Y] = E[X] olur. O

Ornek 9.9 (Carpmmin Kosullu Beklentisi). E[Y? | Y] = Y? olur; ¢iinkii Y
kosulu altinda Y bilinir. Benzer bigimde E[YX | Y] =Y E[X | Y] yazilir. Bu,
regresyon ve filtreleme hesaplarinda sik kullamilan bir sadelestirmedir.

9.7 Toplam Beklenti Yasasi

Toplam beklenti yasasi, genel ortalamanin kogullu ortalamalarin agirlikli ortala-
masi oldugunu soyler. Karmagik modellerde énce alt gruplara gore ortalama
almak, sonra bu ortalamalar: grup olasiliklariyla birlestirmek ¢ogu zaman en
kolay yoldur.

Teorem 9.8 (Toplam Beklenti Yasasi). E|X| < oo ise
E[X] = E{E[X | Y]}

gecerlidir.

Kamit. Kesikli durumda

E{E[X | Y]} =Y E[X|Y =y|P( szp =z|Y =y)P(Y =

Y

Y).
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Carpim kuraliile P(X =z |Y =y)P(Y =y) = P(X = z,Y = y) olur. Boylece

Y > aP(X =2Y =y)=> 2P(X =2) = E[X]

elde edilir. Siirekli durumda toplamlarin yerini integraller alir. O

Ornek 9.10 (Sigorta Hasar1). Bir portfoyde misteri tipi Y olsun. Geng siri-
cliler ve deneyimli striciler farkl hasar ortalamalarina sahipse genel beklenen
hasar

E[X]=) E[X|Y =y|P(Y =y)

seklinde tip bazl ortalamalarin agirbikly ortalamasidar.

9.8 Kosullu Varyans ve Toplam Varyans Yasasi

Kosullu beklenti ortalamanin bilgiyle nasil degistigini gosterir. Kogullu varyans
ise bilgi geldikten sonra kalan belirsizligi 6lger. Toplam varyans yasasi, toplam
belirsizligi iki parcaya ayirir: gruplarin igindeki belirsizlik ve grup ortalamalar:
arasindaki belirsizlik.

Tanim 9.7 (Kosullu Varyans) E[X?] < oo ise
Var(X |Y) = B[X? | Y] - {E[X | Y]}?
olarak tanimlanir.
Teorem 9.9 (Toplam Varyans Yasast). E[X?] < oo ise
Var(X) = E[Var(X | Y)] + Var(E[X | Y])
gecerlidir.

Kamit. Varyans Var(X) = E[X?] — {E[X]}? bi¢imindedir. Kogullu varyans
tanimindan
E[X?|Y]=Var(X |Y)+{E[X | Y]}?

yazilir. Beklenti alinirsa
E[X?] = E[Var(X | Y)|+ E [{E[X | Y]}?].

Ayrica toplam beklenti yasasiyla E[X]| = E[E[X | Y]] olur. Terimler diizenle-
nince sonug elde edilir. a

Ornek 9.11 (Smuf I¢i ve Smiflar Aras1 Degiskenlik). Ogrenci puans X, okul
tiri Y olsun. Toplam varyans, okul tirleri i¢indeki puan degiskenligi ile okul
tirlerinin ortalamalary arasindaki degiskenligin toplamadar.
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Ornek 9.12 (Karisim Modelinde Varyans). ki diretim hatty esit olasilikla
segiliyor; birinci hat N(100,4), ikinci hat N(106,4) tretiyor. Y hatty géstersin.
E[Var(X | Y)] =4 (grup i¢i sabit). Grup ortalamalar: 100 ve 106 egit olasilikla
oldugundan Var(E[X | Y]) = (106 — 100)?/4 = 9. Toplam varyans 4 +9 = 13
olur; tek bir normal model bu ¢ift-tepeli yapryr yakalayamazds.

Yorum:
Toplam varyans yasasi, belirsizligin nereden geldigini gosterir. Eger
E[Var(X | Y)] biiyiikse gruplarin iginde ¢ok degiskenlik vardir. Eger
Var(E[X | Y]) biiyiikse gruplarin ortalamalar: birbirinden belirgin bi-
¢imde farklidir.

9.9 Bayes Kural1 ve Giincelleme

Bayes kurali, gozlenen veriden nedene dogru akil yiiriitmeyi saglar. Onsel olasilik,
veri olasiligl ve toplam olasilik birlikte kullanilarak sonsal olasilik elde edilir.

Teorem 9.10 (Bayes Kurali). Ay, ..., A, drnek uzayin bir ayrisims ve P(B) > 0
olsun. Bu durumda

P(B | Ai)P(A;)

P(Ai| B) = ST P(B| Aj)P(4;)

gecerlidir.
Kanit. Kogullu olasilik tanimindan

_ P(AinB)  P(B|A;)P(A)
PAAD = =p@ = P

Payda toplam olasilik yasasiyla P(B) = > . P(B | A;)P(A;) bi¢iminde yazilr.
O

Ornek 9.13 (Tibbi Test). Hastalk orans P(H) = 0.01, duyarbbk P(+ | H) =
0.95 ve yanls pozitif orans P(+ | H®) = 0.05 olsun. Pozitif test sonrast hastalik
olasilign

PUH | 4) = 0.95-0.01
"~ 0.95-0.01 4+ 0.05 - 0.99

olur. Hastalik nadir oldugu i¢in pozitif sonug sonrast olasihk 0.95 degildir.
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+ + -

Sekil 9.1 Bayes agaci: onsel dallar (hastalik/saglam) test sonuglarma ayrilir. Pozitif
yollarin agirliklar: sonsal olasiligy verir.

Bayes kurali yalniz sonlu hipotezler icin degil, siirekli parametreler i¢in de
gegerlidir; 6nsel yogunluk olabilirlikle garpilip normalize edilir (Casella & Berger,
2002; Jaynes, 2003).

Teorem 9.11 (Stirekli Bayes Kurali). Parametre 0 igin énsel yogunluk w(0) ve
veri olabilirligi f(x | 0) olsun. Sonsal yogunluk

fx ] 0)m(0)

"O10) = T i [ 9ye(o) ao

olur; yani sonsal, olabilirlik carpr onselle orantilidar.

Kamit. Ortak yogunluk f(z | 6)m(0)’dir. Kogullu yogunluk tanimiyla (6 |
z), bu ortak yogunlugun z’in marjinaline boliinmesidir; marjinal, paydadaki
integraldir. a

Ornek 9.14 (Beta-Binom Giincellemesi). Basar olasilige 0 igin onsel 6 ~
Beta(a,b) ve n denemede k basar: gézlenirse, sonsal yine beta olur: 0 | k ~
Beta(a+k, b+n—k). Beta ailesinin binom i¢in eglenik onsel olmast, giincellemeyi
tek satira indirir.

9.10 Kosullu Beklenti ve En Iyi Tahmin

Kogullu beklenti yalnizca kogullu ortalama degildir; ayni zamanda verilen bilgiye
dayali en iyi karesel tahmindir. Bu 6zellik regresyon, makine 6grenmesi ve sinyal
tahmininin teorik temelini olugturur.

Teorem 9.12 (En Iyi Kare Hata Tahmini). E[Y?] < oo olsun. Y degiskeni yal-
niz X bilgisine dayal g(X) bigimindeki tahminlerle tahmin edilecekse, ortalama
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kare hatayr en kiicik yapan tahmin
9(X) = E[Y | X]
olur.
Kamit. Herhangi bir g(X) igin
YV —g(X) ={Y - E[Y | X]} + {E[Y' | X] - g(X)}
yazilir. Kare alinip beklenti uygulandiginda ¢apraz terim sifir olur; ¢iinkii
E[Y — E[Y | X)h(X)] =0

her uygun h icin gegerlidir. Boylece hata, g(X) = E[Y | X] segildiginde en
kiigiik olur. a

Teorem 9.13 (Ortogonallik Ozelligi). E[Y?] < oo ise ve h(X) = E[Y | X]
tanimlanirsa, X ’in uygun her fonksiyonu g(X) i¢in

E[Y - E[Y | X])g(X)] =0
olur.

Kanit. Kosullu beklenti tanimi geregi
E[Y —E[Y | X]| X]=0.
Toplam beklenti yasasiyla
E[(Y - E[Y | X)g(X)] = E{g(X)E[Y — E[Y | X]| X]} =0
elde edilir. O

Ornek 9.15 (Kredi Harcamasi Tahmini). Bir miisterinin gelecek ayki harcamast
Y, gelir grubu ve gegmis harcama ézeti X ile tahmin edilecek olsun. E]Y | X],
aym bilgiye dayaly tahminler arasinda ortalama kare hatayr en aza indiren teorik
tahmindir.

Kosullu beklenti en iyi tahmindir ama her zaman kapali bicimde bulunamasz.
Tahmini dogrusal fonksiyonlarla simirlarsak, en iyi dogrusal tahmin korelasyon
ve standart sapmalarla agikga verilir; bu, klasik regresyonun temelidir (Casella
& Berger, 2002).

Teorem 9.14 (En Iyi Dogrusal Tahmin). E[X?], E[Y?] < oo, p = Corr(X,Y),
ox,0y standart sapmalar olsun. Y ’yi a+bX biciminde tahmin eden ve ortalama
kare hatayr en kiicik yapan katsaylar

oy

bzp;, a= E[Y]-bE[X]
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olur. Bu tahminin kalan ortalama kare hatasy o3 (1 — p?) 'dir.

Kamit. E[(Y —a — bX)?] ifadesinin a ve b’ye gére kismi tiirevleri sifira esitlenir.
a tirevi a = E[Y] — bE[X] verir. Bunu yerine koyup b tiirevi alindiginda
b = Cov(X,Y)/Var(X) = poy /ox bulunur. Bu degerler yerine kondugunda
kalan hata 0% (1 — p?) olur. O

Ornek 9.16 (Korelasyon ve Ac¢iklanan Degiskenlik). p = 0.8 ise en dyi dogrusal
tahminin kalan hatasi 0%(1—0.64) = 0.36 0% olur. Yani dogrusal tahmin toplam
degiskenligin yaklasik %64 int aciklar. p* dederi “aciklanan degiskenlik orana”
olarak yorumlanar.

9.11 Kule Ozelligi ve Bilgi Diizeyleri

Kogullu beklenti bilgi diizeyine gore degigir. Daha ayrintili bilgiyle yapilan
tahmin, daha kaba bilgiye indirgenirse dogrudan kaba bilgiyle yapilan tahmin
elde edilir. Bu 6zellige kule 6zelligi denir.

Teorem 9.15 (Kule Ozelligi). G C F iki bilgi kiimesi olsun. Uygun integralle-
nebilir X icin

E{E[X | F]| G} = E[X | g]
gecerlidir.

Kanmit. F daha ayrmtih bilgi, G daha kaba bilgi icerir. Once ayrintih bilgiye
gore ortalama alip sonra kaba bilgiye indirgemek, dogrudan kaba bilgiye gore
ortalama almakla aymdir. Bu, kosullu beklentinin tanimlayici 6zelliklerinden
biridir. a
Ornek 9.17 (Giin I¢i ve Giin Sonu Bilgi). Bir hisse getirisi icin giin ici islem
bilgisi F, yalmiz giin sonu ozet bilgisi G olsun. Gin ig¢i bilgiye gore yapilan
tahmin daha sonra gin sonu bilgiye indirgenirse, dogrudan gin sonu bilgisiyle
yaprlan tahmine egit olur.

9.12 Kosullama ile Parcalama Stratejisi

Bir olasilik veya beklenti dogrudan hesaplanamiyorsa, uygun bir Y degiskenine
kosullamak problemi basitlegtirebilir. Bu strateji 6zellikle karigim modellerinde,
bekleme siirelerinde, stokastik siireclerde ve simiilasyon analizinde kullanilir.

« Once problemi kolaylastiran bilgi degiskenini sec.
e Y =y kogulu altinda olasiligi veya beklentiyi hesapla.
e Sonra Y’nin dagilimina gore ortalama al.
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Ornek 9.18 (Rassal Sayida Talep). Bir giinde gelen miisteri sayist N ve her
magterinin ortalama harcamasi p olsun. N bilindiginde toplam harcama S i¢in
E[S | N] = Npu olur. Toplam beklenti yasaswyla

B[S] = EIES | N|] = E[Nu] = pE[N]

bulunur.

Rassal sayida bagimsiz terimin toplami, kogullamanin en zarif uygulamala-
rindan biridir. Wald esitligi bu toplamlarin ortalama ve varyansi verir (Ross,
2019).

Teorem 9.16 (Rassal Toplam: Wald Esitligi). X1, Xo,... bagimsiz aynt dagi-
himh, E(X;) = p, Var(X;) = 02 ve N bunlardan bagimsiz negatif olmayan tam
sayr degerli bir degisken olsun. S = ZZ\; X; icin

E[S] = nE[N],  Var(S) = p* Var(N) + ¢2E[N]
olur.

Kamit. N = n kosulu altinda E[S | N = n] = nu ve Var(S | N = n) = no?'dir.
Dolayisiyla E[S | N] = Nu ve Var(S | N) = No?2. Toplam beklenti yasasiyla
E[S] = pE[N]. Toplam varyans yasasiyla

Var(S) = E[Var(S | N)| 4+ Var(E[S | N]) = 0>E[N] + u? Var(N).
(|

Ornek 9.19 (Toplam Hasar Tutari). Bir sigorta portfoyinde yillik hasar
sayist N ~ Poisson()\) ve her hasar ortalama p, varyans o? olsun. Poisson
i¢in E[N] = Var(N) = X oldugundan toplam hasar S i¢in E[S] = p\ ve
Var(S) = A(u? + 02) bulunur. Bu, birlesik Poisson modelinin temel sonucudur.

9.13 Ornek Veri Tablosu ve Yazilim Coziimleri

Asagidaki tablo, iki miigteri grubunda goézlenen ortalama aylik hasar tutarim ve
grup payin temsil etsin.

Grup |Grup Pay1 Kogullu Ortalama Hasar
Disgiik risk 0.70 1200
Yiiksek risk|  0.30 3600

Genel beklenen hasar, kogullu ortalamalarin grup paylariyla agirlikhi ortala-
masidir:
E[X] = 1200(0.70) + 3600(0.30) = 1920.
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pay <- c(0.70, 0.30)
kosullu_ortalama <- c(1200, 3600)
sum(pay * kosullu_ortalama)

Python Coziimii

import numpy as np
pay = np.array([0.70, 0.30])
kosullu_ortalama = np.array([1200, 3600])

genel_ortalama = np.sum(pay * kosullu_ortalama)

print(genel_ortalama)

9.14 Gorsellestirme ve Grafikler

Kosullu beklenti, gruplara gore farkli ortalamalar: gorsellegtirmek igin kullanila-
bilir. Asagidaki grafik, toplam belirsizligin grup i¢i ve gruplar aras: iki bilegene
ayrigtigini gosterir.

yogunluk

E[X | Y=1] BIX | Y=2]

gruplar arasi: Var(E[X | Y])
Sekil 9.2 Toplam varyans yasasi: her grubun igindeki yayihm (E[Var(X | Y)]) ile grup
ortalamalar: arasindaki uzaklk (Var(E[X | Y])) toplam varyans: olugturur.
Asagidaki kod basit bir grup-ortalama grafigi tretir.

import matplotlib.pyplot as plt

gruplar = ["Digik risk", "Yiksek risk"]
ortalamalar = [1200, 3600]
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plt.bar(gruplar, ortalamalar, edgecolor="black")
plt.ylabel("E[X | Grupl")

plt.title("Gruba Goére Kogullu Ortalama Hasar")
plt.show()

Dikkat: Kavram Yanilgisi
Kosullu beklenti tek bir say1 olmak zorunda degildir. E[X | Y], Y nin aldig1
bilgiye gore degigen bir fonksiyondur; F[X | Y = y] ise bu fonksiyonun
belirli bir y degerindeki sayisal kargiligidir.

Ufuk Notu:
Makine 6grenmesine koprii: Regresyonda kare kaybini en aza indiren
tahmin fonksiyonu kogullu beklentidir: en iyi tahmin m(y) = E[X | Y = y]
bigimindedir. Mutlak kayip altinda kosullu medyan, simiflandirmada ise
kogullu smif olasiliklar: 6ne ¢ikar. Bu nedenle kogullu beklenti, modern
kayip fonksiyonlar: ve denetimli 6grenme igin temel bir olasilik kavramidir.

Kendini Dene:

Ara Kontrol: Kare kaybi yerine mutlak hata kaybi kullanilirsa “en iyi
tahmin” neden ortalama yerine medyana yaklagir?

9.15 Boliim Sonu Coziimlii Problemler

1. P(A) =04, P(B) =0.5 ve P(AN B) = 0.2 olsun. P(A | B) degerini bulun.
Coziim.
P(AnB) 02

P(B) 05
2. PY=1)=03,P(X=1,Y=1)=0.12 olsun. P(X =1|Y = 1) degerini
hesaplayin.
Coziim.

P(A|B) = 0.4.

0.12
P X=1|Y=1)= — =0.4.
( | )="03
3. E[X|Y=0=10, E[X |Y =1] =20 ve P(Y = 1) = 0.25 olsun. E[X]
degerini bulun.

Cozim. P(Y = 0) = 0.75 oldugundan

E[X] = 10(0.75) 4 20(0.25) = 12.5.
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Var(X | Y) = 4 sabit ve Var(E[X | Y]) = 9 olsun. Var(X) degerini bulun.
Coziim. Toplam varyans yasasiyla

Var(X) = E[Var(X | Y)] + Var(E[X | Y]) =449 = 13.

Bir hastalik orani 0.02, test duyarliligi 0.90, yanhs pozitif orani1 0.04 olsun.
Pozitif test sonrasi hastalik olasiligini yazin.
Coziim.
0.90 - 0.02
PH|+)= .

0.90-0.02 + 0.04 - 0.98
E[Y | X] =2X +1 ve E[X] = 3 olsun. E[Y] degerini bulun.
Coziim. Toplam beklenti yasasiyla

E[Y] = E[E[Y | X]] = E2X +1] =2E[X] +1="T.

Bir fabrikada pargalarin %601 A makinesinden (%2 kusur), %401 B maki-
nesinden (%5 kusur) geliyor. Rastgele bir par¢anin kusurlu olma olasihig
nedir?

Coziim. Toplam olasilik yasasiyla P(kusur) = 0.02(0.6) 4+ 0.05(0.4) = 0.032.
Hasar sayist N ~ Poisson(4) ve her hasar ortalama p = 500 olsun. Toplam
beklenen hasar nedir?

Coziim. Wald esitligiyle E[S] = pE[N] = 500 - 4 = 2000.

Yukaridaki problemde her hasarm varyansi o2 = 10000 ise toplam hasarm
varyansi nedir?

Coziim. Poisson i¢in E[N] = Var(N) = 4. Var(S) = pu? Var(N)+0?E[N] =
5002 - 4 410000 - 4 = 1.04 x 10°.

E[Y? | X] ifadesi Y = X oldugunda neye esittir?

Coziim. X kosulu altinda Y = X bilindiginden E[X? | X] = X? olur
(bilineni digar1 alma).

Bagar1 olasihg: igin énsel 6 ~ Beta(2,2) ve 10 denemede 7 bagar1 gozleniyor.
Sonsal dagilim nedir?

Coziim. Beta-binom eglenikligiyle 0 | veri ~ Beta(2+7, 24 3) = Beta(9,5).

9.16 Boliim Sonu Alistirmalar:

E1.

E2.

E3.

EA4.

Kogullu beklentiyi stzel olarak tanimlayin ve neden kendisinin de bir rassal
degisken oldugunu aciklayin.

Toplam beklenti yasasini kullanarak E(X) degerini Ay, ..., A ayrigimi
cinsinden yazin.

Bayes teoreminin yeni kanitla baglangic olasiligini giincelledigi uygulamali
bir 6rnek verin.

Kosullu bagimsizligin siradan bagimsizliktan nasil ayrildigini agiklayin.
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9.17 Kaynak Notu

Bu boliimdeki kogullu dagilim, kosullu yogunluk, kogullu beklenti, toplam
beklenti yasasi, toplam varyans yasasi, Bayes kurali, kule 6zelligi ve en iyi karesel
tahmin yorumu; Ross (2019), Hogg, McKean ve Craig (2019), Casella ve Berger
(2002), Grimmett ve Stirzaker (2020), Bertsekas ve Tsitsiklis (2008) ve Billingsley
(1995) cizgisindeki klasik olasilik ve istatistik kaynaklariyla uyumludur. Bilineni
digar1 alma ve kule ozelliginin 6l¢ii-teorik temeli i¢in Williams (1991); Wald
esitligi ve birlesik Poisson modeli i¢in Ross (2019); siirekli Bayes ve beta-binom
eslenikligi icin Jaynes (2003) ile Casella ve Berger (2002) izlenmistir.

Ozet:

Kogullu dagilimlar, yeni bilgi geldiginde rassal degiskenin dagiliminin nasil
degistigini gosterir. Kogullu beklenti, bu yeni bilgi altindaki ortalamadir ve
ayni zamanda en iyi karesel tahmin aracidir. Toplam beklenti yasasi genel
ortalamayi kogullu ortalamalarin agirlikli ortalamasi olarak, toplam varyans
yasasi ise toplam belirsizligi grup i¢i ve gruplar arasi bilegenler olarak ifade
eder. Bayes kurali gézlemden nedene dogru olasilik giincellemesi saglar.







Bolim 10
Olasilik Esitsizlikleri ve Yakinsama

10.1 Gergek Diinya Problemi (Giris)

Bir miihendislik sisteminde hata degigkeninin tam dagilimi bilinmeyebilir; fakat
ortalamasi ve varyansi yaklagik olarak biliniyor olabilir. Bir finans portfoytinde
kaybin biitiin dagilimini modellemek zor olabilir; yine de kaybin belirli bir egigi
agma olasiligl i¢in giivenli bir tist sinir istenir. Bir simiilasyonda tahminlerin
orneklem sayisi arttikca gercek degere yaklagip yaklagmadigi sorgulanir.
Olasilik esitsizlikleri bu tiir durumlarda dagilimin tamamini bilmeden risk
simir1 verir. Yakinsama kavramlari ise rassal biiyiikliiklerin uzun dénemde nasil
kararhilagtigim1 agiklar. Boylece 6nceki boliimlerde kullanilan biiyiik sayilar
yasas1 ve merkezi limit teoremi daha saglam bir matematiksel zemine oturur.

Bu Boliim Ne Saglar?

Bu bolim Markov, Cebisev, Jensen, Cauchy—Schwarz ve Boole esitsiz-
liklerini tanitir; moment ve kuyruk siirlarinin nasil tretildigini gosterir.
Ardindan olasilikta, dagilimda, ortalamada, ortalama karede ve hemen he-
men kesin yakinsama kavramlar: kargilagtirilir. Son kisimda Borel-Cantelli
lemmasi, yakinsama iligkileri ve egitsizliklerin biiyiik sayilar yasasiyla bag-
lantis1 ele alinir.

165
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Amag ve Ogrenme Ciktilar
Bu boliimiin sonunda okuyucu

o Markov ve Cebigev esitsizliklerini kullanarak kuyruk olasiliklarina st
sinir verebilir,

o Jensen ve Cauchy—Schwarz egitsizliklerini beklenti ve moment problem-
lerine uygulayabilir,

¢ Boole esitsizligi ile birlegim olaylarini sinirlayabilir,

o olasilikta, dagilmda, L', L? ve hemen hemen kesin yakinsama tiirlerini
ayirt edebilir,

o yakinsama tiirleri arasindaki temel iligkileri aciklayabilir,

o esitsizliklerin zayif biiyiik sayilar yasasina nasil temel olusturdugunu
gosterebilir.

10.2 Neden Olasilik Esitsizlikleri?

Tam dagilim bilindiginde istenen olasiliklar dogrudan hesaplanabilir. Fakat
uygulamada ¢ogu zaman yalnizca ortalama, varyans veya birka¢ moment bilinir.
Olasilik esitsizlikleri, sinirl bilgiyle giivenli ve genellikle dagilimdan bagimsiz
smurlar iiretir.

Ornek 10.1 (Dagihm Bilinmediginde Risk). Bir sensir hatasinin ortalamas
0 ve varyanst 4 olsun. Hata dagilima bilinmese bile | X| > 10 olasiligy Cebisev
esitsizligiyle en fazla 4/100 = 0.04 olarak sinarlanabilir.

Esitsizlik simirlarn ¢ogu zaman kaba fakat giivenlidir. Amag tam olasiligl
bulmak degil, eldeki az bilgiyle kesin gecerli bir iist sinir iiretmektir.

10.3 Markov Esitsizligi

Markov egitsizligi, negatif olmayan bir rassal degigskenin biiyiik deger alma
olasiligini yalniz beklenen degeriyle sinirlar. Pek ¢ok daha giiclii esitsizlik Markov
esitsizliginin uygun doniigiimlere uygulanmasiyla elde edilir.

Teorem 10.1 (Markov Esitsizligi). X > 0 ve a > 0 ise

ElX]

P(X >a) <
(Xza)<=

Kamit. X > al{x>qy esitsizligi her 6rnek nokta igin dogrudur. Beklenti alimirsa
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E[X] > aP(X > a)
olur. Her iki taraf a’ya boliiniir. O

Ornek 10.2 (Kayip Smur1). Negatif olmayan giinliik kayp X i¢in E[X] = 2
milyon TL olsun. Kaybin 20 milyon TL’yi asma olasiligr

2
P(X >20) < —=0.1
( _0)_20 0.10

ile stmarlanar.

Markov esitsizligini dogrudan X’e degil, e!¥ iistel déniigiimiine uygulamak
¢ok daha keskin, iistel hizda azalan kuyruk siirlari verir. Bu fikir Chernoff sini-
rinin temelidir ve modern olasilikta yogunlagma esitsizliklerinin ¢ikis noktasidir
(Billingsley, 1995; Vershynin, 2018).

Teorem 10.2 (Chernoff Sinir1). X degiskeninin moment treten fonksiyonu
Mx (t) = E[e*X] var olsun. Her a ve her t > 0 igin

P(X >a) <e "“Mx(t)
olur. En iyi sinar, sag tarafi t > 0 dzerinde en kiicik yapan t segimiyle elde
edilir.
b'e

Kant. t > 0 icin X > a olay1 !X > e!® olayma denktir. Negatif olmayan e’
degigkenine Markov egitsizligi uygulanir:

tX ta Ele'X] —ta
P(X >a)=P(e" > < - =e "““Mx(t).
e a
Esitsizlik her ¢ > 0 i¢in gecerli oldugundan en kiigiik st simir alinabilir. ad

Ornek 10.3 (Standart Normal Kuyrugu). Z ~ N(0,1) i¢in My(t) = e**/?
oldugundan P(Z > a) < e='t*/2_ Saj taraf t = a’da en kigiktir ve

P(Z>a)< e’ /2

simarima verir. Bu, Cebisev’in verdigi 1/a® tipi sinirdan ¢ok daha haizl azalir.

10.4 Cebisev Esitsizligi

Cebigev egitsizligi, sonlu varyansa sahip herhangi bir dagilimda ortalamadan
biiyiik sapmalarin olasiligini sinirlar. Dagilimin normal, simetrik veya kesikli
olmas1 gerekmez.
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Teorem 10.3 (Cebisev Esitsizligi). E[X] = p ve Var(X) = 02 < oo ise her
e > 0 igin

o2

PIX—p2e) <%

5"

0

Kanit. Negatif olmayan Y = (X — u)? degiskenine Markov esitsizligi uygulanir:

P(IX—MIZe)zP((X—M)ngQ)ng%.
O

Ornek 10.4 (Olgiim Hatas1). Bir dlgiim hatasinin varyansy 9 ise hatanin
ortalamadan en az 15 birim sapma olasilige

9
P(X —pul>15) < — =0.04
(1~ l > 15) < =

olur.

Cebigev egitsizligi iki yonli sapmay1 sinirlar. Yalmz tek yonde sapma ilgilen-
diginde, daha keskin olan tek tarafli (Cantelli) egitsizligi kullanilir (Grimmett
& Stirzaker, 2020).

Teorem 10.4 (Tek Tarafli Cebigsev (Cantelli)). E[X] = u, Var(X) = o2 ve

a >0 ise
2

g
PX—pza) s 5y

olur.

Kamit. Y = X — p olsun; E[Y] = 0, Var(Y) = ¢% Her t > 0 i¢in P(Y >
a)=PY +t>a+t) < P(Y +1t)? > (a+1t)?). Markov esitsizligiyle bu
E[(Y +t)?]/(a+1)? = (6% +t?)/(a + t)? ile smurhdir. Sag taraf t = 02 /a’da en
kiigiiktiir ve 02 /(02 + a?) degerini verir. O

ist sinir

2
‘Hernoff ~ e~ /2

Cebisev ~ 1/a*

a (standart sapma kat1)

Sekil 10.1 Kuyruk smurlarimim kargilagtirmasi: Chernoff (iistel) simri, Cebigev’in polinom
smirindan ¢ok daha hizli azalir.
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10.5 Moment Sinirlar1 ve Genellestirme

Markov egitsizligi yalmiz X degiskenine degil, | X|P gibi negatif olmayan donii-
stimlere de uygulanabilir. Boylece daha yiiksek momentler bilindiginde kuyruk
olasiliklar: i¢in daha giiclii sinirlar elde edilir.

Teorem 10.5 (Moment Esitsizligi). p > 0 ve E[|X|P] < co ise her a > 0 igin

P(X| 2 a) < ZIXIT

Kanit. Y = | X |P negatif olmayan bir degiskendir. Markov esitsizligiyle

P(X| 2 0) = P(x] > o) < UL
O

Tanim 10.1 (L? Uzay1) p > 1 i¢in E[|X|P] < oo kogulunu saglayan rassal
degiskenlerin sinifina LP uzay1 denir. L' sonlu mutlak beklentiyi, L? sonlu ikinci
momenti ifade eder.

10.6 Jensen Esgitsizligi

Jensen egitsizligi, konveks fonksiyonlarla beklenti arasindaki temel iligkiyi verir.
Varyansin negatif olmamasi, aritmetik-geometrik ortalama iligkileri ve bilgi
kuramindaki birgok sonug bu esgitsizlikle baglantilidir.

Tanmm 10.2 (Konveks Fonksiyon) Bir ¢ fonksiyonu, her 0 < ¢ < 1 i¢in

otz + (1 = t)y) < td(x) + (1 - t)d(y)
kogulunu saghyorsa konvekstir.

Teorem 10.6 (Jensen Esitsizligi). ¢ konveks ve ilgili beklentiler sonlu ise
P(E[X]) < E[p(X)].

Kamit. Kesikli durumda F[X], X degerlerinin olasiliklarla agirlikh ortalamasidir.
Konvekslik tanimi sonlu agirlikli ortalamalara uygulaninca sonug elde edilir.
Genel durum, kesikli yaklagimlar ve limit argiimaniyla tamamlanir. ad

Ornek 10.5 (Varyansin Negatif Olmamasi). ¢(x) = x2 konvekstir. Jensen
egitsizligi
(E[X])? < BIX?]

verir. Dolayiswyla
Var(X) = E[X?] — (E[X])? > 0.
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Ornek 10.6 (Aritmetik-Geometrik Ortalama). ¢(z) = —logx konvekstir.
Pozitif degerler alan X igin Jensen egitsizligi —log E[X] < E[—log X|, yani
Ellog X] < log E[X] verir. Sonlu esit agirlikly durumda bu, geometrik ortalama-
nwn aritmetik ortalamayr asamayacagini soyler:

T1+ -+ Ty
—

(ml ...xn)l/n <

10.7 Cauchy—Schwarz Egitsizligi

Cauchy—Schwarz esitsizligi, ikinci momentleri sonlu iki degiskenin ¢arpim bek-
lentisini kontrol eder. Kovaryans, korelasyon ve regresyon teorisinde temel bir
aractir.

Teorem 10.7 (Cauchy-Schwarz Esitsizligi). X,Y € L? ise

|EIXY]| < VEIX?E[Y?].
Kamit. Her gercek ¢ igin E[(X — tY)?] > 0 olur. Bu ifade t’ye gére
E[Y3t? - 2E[XY]t + E[X?]
polinomudur. Her ¢ i¢in negatif olmamasi diskriminantin pozitif olamamasini
gerektirir. Béylece (E[XY])? < E[X?|E[Y?] elde edilir. O

Teorem 10.8 (Kovaryans Siri). Sonlu ikinci momentler altinda

| Cov(X,Y)| < +/Var(X) Var(Y).

Kamt. U = X — E[X] ve V = Y — E[Y] olsun. Cauchy-Schwarz esit-
sizligi |E[UV]| < +/E[U?|E[V?] verir. Sol taraf |Cov(X,Y)|, sag taraf
Var(X) Var(Y) olur. O

Ornek 10.7 (Korelasyonun Smiri). p = Cov(X,Y)/(ox0oy) oldujundan kovar-
yans swart |p| <1 sonucunu verir.

Cauchy—Schwarz, daha genel olan Holder esitsizliginin p = g = 2 6zel duru-
mudur. Holder, farkli moment mertebelerini birbirine baglayan temel aractir
(Billingsley, 1995).

Teorem 10.9 (Holder Esitsizligi). p,g > 1 ve 1/p+1/q¢ =1 olsun. X € LP,
Y € L9 ise Y Y
EIXY| < (BIX7) " (B[Y]9) "

olur.
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Kanit. Young esitsizligi geregi negatif olmayan u, v i¢in uv < wP/p + v?/¢’dur.
u=|X|/|| X, vev =|Y|/||Y|lq almip beklenti uygulanr; sag taraf 1/p+1/q = 1
oldugundan 1’e egitlenir ve egitsizlik elde edilir. a

Ornek 10.8 (Moment Mertebeleri Arasinda). Héolder esitsizliginin bir sonucu,

r < sigin (E|X|") Y < (E\X|S)1/S olmasidir. Yani yiksek mertebeden moment
normu datma daha biyik veya esittir; bu, L° C L" icermesini aciklar.

10.8 Boole Esitsizligi ve Birlesim Siniri

Birden cok risk kaynagi oldugunda en az birinin gerceklesme olasiligi 6nemlidir.
Boole esitsizligi, olaylar bagimsiz olmasa bile birlegim olasiligina giivenli bir iist
SInir verir.

Teorem 10.10 (Boole Esitsizligi). Ai, Ao, ..., A, olaylar igin
Sonsuz sayrda olay i¢in de

gecerlidir.

Kanat. Ayrik olmayan olaylar ayrik parcalara ayrilabilir veya gosterge fonksi-
yonlar1 kullamlabilir. Iy, 4, < >, I, oldugundan beklenti alinir ve sonug elde
edilir. 0

Ornek 10.9 (Coklu Sistem Riski). Bes alt sistemin ariza olasiiklary 0.01 ile
0.03 arasinda olsun ve toplamlar 0.09 olsun. En az bir ariza olasiligs, bagimlilik
yapist bilinmese bile en fazla 0.09 olur.

Boole egitsizligi bir tist sinir verir; karg: yonde Bonferroni egitsizlikleri alt simir
saglar. Coklu kargilagtirma ve egzamanlh giiven araliklarinda yaygin kullanilir
(Casella & Berger, 2002).

Teorem 10.11 (Bonferroni Alt Sinir1). Ay, ..., A, olaylar: igin
P <U Ai> > ZP(Ai) _ZP(Ai N A4j)
i=1 i=1 i<j

olur. Ayrica tiimleyenler izerinden P((); A;) > 1— Y, P(AS) gegerlidir.
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Kanat. Icerme-dislama acilimi, ardisik kismi toplamlar arasinda salinir; ilk iki
terimde kesildiginde elde edilen ifade gercek olasilik i¢in bir alt sinirdir. Ikinci
esitsizlik, [); A;'nin tiimleyenine Boole esitsizligi uygulanmasiyla gikar. a

Ornek 10.10 (Eszamanh Giiven). m ayri parametrenin her biri i¢in %95 given
aralgr kuruluyorsa, her birinin hata olasilige 0.05 °tir. Bonferroni geregi hepsinin
ayn anda dogru olma olasiligr en az 1 —m(0.05) tir; m =5 i¢in bu en az 0.75
olur.

10.9 Yakinsama Tiirleri

Rassal degisken dizileri farkli anlamlarda yakisayabilir. Limit teoremlerini
dogru yorumlamak i¢in hangi yakinsama tiiriiniin kullanildigin1 bilmek gerekir.
Tanim 10.3 (Olasilikta Yakinsama) Her ¢ > 0 i¢in

P(X,—X|>¢)—0
ise X,, & X yazhr.

Tanim 10.4 (Dagilimda Yakinsama) X,, dagilim fonksiyonlar F,, X dag:-
lim fonksiyonu F' olsun. F’nin siirekli oldugu her z noktasinda F, (x) — F(x)
ise J

X, =X
yazilir.

Tamim 10.5 (L! ve L? Yakinsama) E[| X, — X|] — 0 ise X,,, X e ortalamada
veya L' anlaminda yakimsar. E[(X, — X)?] — 0 ise ortalama karede veya L2
anlaminda yakinsar.

Tanim 10.6 (Hemen Hemen Kesin Yakinsama)
Plw: Xp(w) = X(w)} =1

ise X,, =25 X yazlir.

10.10 Yakinsama Iligkileri

Yakinsama tiirleri gii¢ bakimindan farklidir. Hemen hemen kesin yakinsama
ve L? yakinsama genellikle olasilikta yakinsamadan daha giicliidiir; dagilimda
yakinsama ise daha zayiftir.
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Teorem 10.12 (Temel Yakinsama Iliskileri). Asagqidaki ¢ikarimlar gegerlidir:

X, XX — X, X — X, 5 X

Ayrica
L? Lt P
X, —X=X,—-X = X, =X

Kanat. 11k zincirde hemen hemen kesin yakinsama, sapma olaylarinim olasihigimin
sifira gitmesini saglar; olasilikta yakinsama da dagilim fonksiyonlarimin siireklilik
noktalarinda yakinsamasini verir. Tkinci zincirde Cauchy-Schwarz esitsizligi
E|X, — X| < /E[(X, — X)?] sonucunu verir. L' yakinsamadan olasilikta
yakinsama ise Markov esitsizligiyle

E|X, — X]|
< Z&=n

P(|X, —X|>¢) e

seklinde elde edilir. a

Yorum:

Merkezi limit teoreminde yakinsama dagilimda yakinsamadir. Biiyiik sayilar
yasasi ise genellikle olasilikta veya hemen hemen kesin yakinsama bigiminde
ifade edilir.

10.11 Borel-Cantelli Lemmasi

Borel-Cantelli lemmasi, olaylarin sonsuz kez gerceklesip gerceklesmeyecegini
toplam olasiliklar {izerinden inceler. Hemen hemen kesin yakinsama ispatlarinda
sik kullanilan temel araglardan biridir.

Teorem 10.13 (Borel-Cantelli Lemmasi). Olaylar Ay, As, ... igin

i P(A4,) < 0

ise
P(A,, sonsuz kez gergeklesir) = 0.

Kanit. {A,, sonsuz kez} = (°_, U,,>,, An yazilir. Boole esitsizligiyle

P U A, | < Z P(A,).

n>m n>m
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Seri yakinsak oldugundan kuyruk toplam sifira gider. Azalan olaylarin siirekliligi
sonucu verir. a

Ornek 10.11 (Nadir Hatalar). Bir algoritmanin n’inci calismadaki hata olasihg
1/n? ise 3" 1/n* < oo oldugundan hatalar olasiik bir ile yalniz sonlu sayida
gerceklesir.

Birinci lemmanin tersi, olaylar bagimsiz ve olasiliklar toplami iraksak oldu-
gunda olaylarin sonsuz kez gerceklestigini sdyler. Iki lemma birlikte sifir—bir tipi
sonuglar tiretir.

Teorem 10.14 (ikinci Borel-Cantelli Lemmast). Aj, As, ... bagimsiz olaylar
o .
ve y .~ P(A,) = o ise

P(A,, sonsuz kez gerceklegir) = 1
olur.

Kamit. Timleyenler iizerinden P((,>,, A%) = [L,5m(l — P(Ay)) yazihr.
1 — 2 < e 7 egitsizligiyle bu ¢arpim gxp(f Y onsm P(_An)) = 0 ile simirhdur;
¢iinkii seri iraksaktir. Dolayisiyla hi¢bir kuyruktan itibaren olaylarin tiimiiniin
gerceklegsmemesi olasihig sifirdir. a

Ornek 10.12 (Sonsuz Kez Basar1). Bagumsiz denemelerde n’inci denemenin
basary olasiligr 1/n ise Y, 1/n = oo waksak oldugundan basariar olasilik bir ile
sonsuz kez gerceklesir; oysa her tek olasilik giderek kiigiliir.

10.12 Yogunlagsma: Hoeffding Esitsizligi

Sinirh bagimsiz degigkenlerin toplami, ortalamasindan sapma olasilig {istel hizda
azalan giiclii bir yogunlagma sergiler. Hoeffding esitsizligi bunu acgik bir sinirla
ifade eder ve modern istatistik ile 6grenme kuraminin temel araclarindandir
(Vershynin, 2018).

Teorem 10.15 (Hoeflding Esitsizligi). Xi,..., X, bagimsiz ve a; < X; < b;
olsun. S, = Y. | X, i¢in her t > 0 degerinde

2
P(S, — E[S,] >t) < exp(M)

olur.

Kamt. Chernoff yontemiyle P(S,, — E[S,] > t) < e [[, E[e*X:=EX0)] yazlr.
Hoeffding yardime1 6nermesi, [a;, b;] araligindaki merkezlenmis bir degigken i¢in
Eles(Xi=EXi)] < exp(s?(b; — a;)?/8) verir. Carpim almip s iizerinde en iyilenir;
s =4t/ > (b; — a;)? se¢imi sonucu verir. 0
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Ornek 10.13 (Yazi-Tura Oran1). Adil bir parada n atista yaz oranu p igin
X; € [0,1] ve (b; — a;)? = 1 olur. Hoeffding geregi P(p — 0.5 > £) < e=2n<".
n = 1000, & = 0.05 i¢cin sinar e~® = 0.0067; bu, Cebisev stmarndan cok daha
keskindir.

10.13 Esitsizliklerden Biiyiik Sayilar Yasasina

Cebigev egitsizligi, zayif bliyiik sayilar yasasinin kisa ve giiclii bir ispatim verir.
Boylece egitsizlikler yalniz risk simir1 degil, limit teoremlerinin de temel aracidir.

Teorem 10.16 (Cebigev ile Zayif Biiylik Sayilar Yasas1). Xp, Xo, ... bagimsiz
ve aym dagilimb, E[X;] = p ve Var(X;) = 02 < oo olsun. O halde
X, %o
Kamt. E[X,] = p ve Var(X,,) = 0% /n olur. Cebisev esitsizligiyle
P(X, —ul >e) < 2= 0.
(1%l 2 ) < 2

Bu, olasilikta yakinsama tanimidir. ad

Ornek 10.14 (Anket Oram). S,, ~ Bin(n,p) ise drnek orani p = S, /n igin

p(1—p)

P(|p — > <
(Ip=—pl=e) <= =

olur. Orneklem biiyiidikce oran tahmini gercek orana yaklasur.

10.14 Ornek Veri Tablosu ve Yazilim Coziimleri

Asgagidaki tablo, bir sensoriin 8 dl¢iim hatasim gostermektedir.

Olciim|1 23456 7 8
Hata |[-2103-12-3 1

Bu veriden 6rnek ortalama ve 6rnek varyans hesaplanip, Cebigev esitsizligiyle
biiyiik sapma igin kaba tist sinir iiretilebilir.

x <- c(-2, 1, 0, 3, -1, 2, -3, 1)
s2 <- var(x)

epsilon <- 5

s2 / epsilon~2
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Python Coziimii

import numpy as np

x = np.array([-2, 1, 0, 3, -1, 2, -3, 1])
s2 = np.var(x, ddof=1)

epsilon = 5

chebyshev_bound = s2 / epsilon**2

print(s2, chebyshev_bound)

10.15 Gorsellestirme ve Grafikler

Cebigev siiri, egik biiytdiikce karesel olarak azalir. Agagidaki kod farkli egikler
i¢in 02 /e? siirm gizer.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

sigma2 = 4
eps = np.linspace(1, 10, 100)
bound = sigma2 / eps**2

plt.plot(eps, bound)

plt.xlabel("epsilon")

plt.ylabel("Chebyshev iist siniri")
plt.title("Sapma Egigi Biiyidiikge Ust Sinir Azalir")
plt.ylim(0, 1)

plt.show()

Dikkat: Kavram Yanilgisi
Bir esitsizligin gevsek olmasi onun ige yaramadigr anlamina gelmez. Mar-
kov ve Cebigev esitsizlikleri, dagilhim tam bilinmediginde yalniz az sayida
momentle giivenli ve genel siirlar verir.

Ufuk Notu:
Veri bilimi ve PAC yorumu: Hoeffding tipi yogunlagma esitsizlikleri,
orneklem ortalamasinin gercek ortalamadan ne kadar sapabilecegini 6n-
ceden simirlar. Bu fikir, makine 6grenmesindeki PAC yaklagiminin temel
sezgisidir: sonlu 6rneklemle 6grenilen modelin hata payi, belirli bir giiven
diizeyiyle kontrol edilebilir.
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Kendini Dene:
Ara Kontrol: Ayni ortalama ve varyansa sahip iki dagilimin kuyruk
davraniglar: farkli olabilir. Buna ragmen Cebisev esitsizligi neden her ikisi
icin de gecerlidir?

10.16 Boliim Sonu Coziimlii Problemler

1. X >0 ve E[X] =6 olsun. P(X > 30) i¢in Markov iist sinirin bulun.
Coziim.

6

P(X>30) < —=0.2.
(X 230) < 30

2. E[X] = 10 ve Var(X) = 16 olsun. P(|]X — 10| > 8) igin Cebisev simrini

bulun.
Coziim.
16
P(IX ~10] > 8) < o = 0.25.
3. E[X*] =80 olsun. P(|X| > 4) i¢gin moment siir1 verin.
Coziim.
E[X* 80
P(|X|>4) < = — = 0.3125.
(XI=4) = =5 = 55

4. XY € L?, E[X?] =9 ve E[Y?] = 16 olsun. |E[XY]] i¢in iist siir nedir?
Coziim. Cauchy—Schwarz ile

IE[XY]| <V9-16 = 12.

5. X, L.2> X ise hangi yakinsama sonucu kesin olarak elde edilir?
Coziim. L? yakinsama énce L' yakinsamay1, ardindan Markov esitsizligiyle
olasilikta yakmsamay1 verir. Dolayisiyla X,, 2 X elde edilir.

6. P(A,) = 1/n? olsun. A, olaylar sonsuz kez gerceklesir mi?
Cozim. ) 1/ n? < oo oldugundan Borel-Cantelli lemmasima, gore

P(A,, sonsuz kez) = 0.

7. Z ~ N(0,1) i¢in P(Z > 3) degerine Chernoff iist sinir1 verin.
Coziim. P(Z > a) < e—a/2 oldugundan P(Z > 3) < e 45 =~ 0.011.

8. E[X] = p, Var(X) = 02 olsun. P(X — p > 20) igin tek tarafli Cebisev
sinirii bulun.
Coziim. Cantelli ile P(X — u > 20) < 0%/(0? + 40%) = 1/5 = 0.2. Bu, tek
yonlil sapma icin iki tarafli Cebisev smir1 0.25’ten daha keskindir. Tki tarafl
sinir1 ikiye bolerek 0.125 elde etmek ise genel olarak gegerli degildir; simetri
varsayimi gerektirir.
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9.

10.

11.
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1000 adil para atiginda yazi oraninin 0.5°i en az 0.05 asma olasiligina
Hoeffding sinir1 verin.

Céziim. P(p — 0.5 > 0.05) < e~ 2(1000)(0.05)° — c=5 ~ .0067.

Bagimsiz olaylar igin P(A,) = 1/n olsun. Olaylar sonsuz kez gergeklegir
mi?

Coziim. ) 1/n = oo ve olaylar bagimsiz oldugundan ikinci Borel-Cantelli
lemmasiyla olasilik 1 ile sonsuz kez gergeklesir.

5 ayr1 %95 giiven araligl i¢in hepsinin aymi anda dogru olma olasihgima
Bonferroni alt sinir1 nedir?

Coziim. 1 — 5(0.05) = 0.75; yani en az 0.75 olasilikla begi birden dogrudur.

10.17 Boliim Sonu Ahstirmalar:

Temel Diizey

B1.
B2.
B3.
B4.
B5.

X >0 ve E[X] =12 olsun. P(X > 30) igin tist sir verin.

E[X] =5 ve Var(X) =9 olsun. P(|X — 5| > 6) i¢in {ist smur verin.

Jensen esitsizligini ¢(z) = 22 ile kullanarak Var(X) > 0 sonucunu gosterin.
Boole esitsizligini yazin ve olasiliklar1 0.1, 0.2 ve 0.05 olan {i¢ olaya uygulayn.
Olasilikta yakinsamay1 tanimlayin.

Orta Diizey

I1.
I2.
I3.

I4.
I5.

P(|X| > a) < E|X?/a? moment egitsizligini ispatlayin.

L? yakinsamanin L' yakmsamay1 gerektirdigini gosterin.

Sonlu varyansh bagimsiz 6zdes dagihimli degiskenler icin zayif biiyiik sayilar
yasasini Cebisev esitsizligiyle ispatlayin.

P(A,) = 1/n3 olsun. Borel-Cantelli ile uzun dénem davranigi yorumlayim.
Standart normal degigken i¢in Chernoff sinirim tiiretin.

fleri Diizey

Al
A2.
A3.

Ad.

Cantelli esitsizligini ¢ > 0 tizerinde en iyileyerek ispatlayin.

Olasilikta yakinsamanin dagilimda yakinsamay1 gerektirdigini gosterin.
Dagilimda yakinsamanin oldugu fakat olasilikta yakinsamanin olmadigi bir
ornek verin.

Slutsky teoremini toplamlar igin siirekli doniigiim teoremiyle ispatlayin.
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A5. Bernoulli denemelerinde P(|p — p| > 0.01) < 0.05 i¢in yeterli bir n degerini
Hoeffding esitsizligiyle bulun.

10.18 Kaynak Notu

Bu bolumdeki Markov, Cebigev, Jensen, Cauchy—Schwarz ve Boole esitsizlikleri
ile yakinsama tiirleri ve Borel-Cantelli lemmasi; Billingsley (1995), Grimmett ve
Stirzaker (2020), Ross (2019), Hogg, McKean ve Craig (2019), Casella ve Berger
(2002) ve Shao (2003) gibi klasik olasilik ve matematiksel istatistik kaynaklarinda
kullanilan standart gerceveyle uyumludur. Chernoff sinir1, Hoeffding egitsizligi
ve yogunlagma araglar1 igin Vershynin (2018); Holder ve tek tarafli Cebigev igin
Billingsley (1995) ile Grimmett ve Stirzaker (2020); Bonferroni esitsizlikleri i¢in
Casella ve Berger (2002) izlenmigtir.

Ozet:

Olasilik esitsizlikleri, dagilim tam bilinmediginde giivenli siirlar verir.
Markov esitsizligi negatif olmayan degiskenlerde beklenen degerle, Cebigev
esitsizligi ise varyansla kuyruk olasiliklarini kontrol eder. Jensen konvekslik
ve beklenti iligkisini, Cauchy—Schwarz ikinci moment sinirlarimi, Boole birle-
sim olasiliklarini diizenler. Yakinsama kavramlari rassal degisken dizilerinin
uzun donem davranigini aciklar; bu kavramlar biiyiik sayilar yasasi ve
merkezi limit teoreminin temel dilidir.







Bolim 11
Simiilasyon ve Monte Carlo Yontemleri

11.1 Gergek Diinya Problemi (Giris)

Bir finansal portféylin bir ay sonraki zarar dagilimini, karmagik bir iiretim
hattindaki bekleme siiresini veya bir ag sisteminin ¢okme olasihigini kapal
formiille hesaplamak cogu zaman mimkiin degildir. Model bilinse bile ilgili
integral ¢ok boyutlu olabilir, olasilik bolgesi karmasik olabilir veya sistemin
dinamikleri analitik ¢6ziimii engelleyebilir.

Monte Carlo yontemi bu noktada olasilik teorisini hesaplanabilir hale getirir.
Temel fikir basittir: Modelden ¢ok sayida rassal senaryo tiret, her senaryoda
ilgilenilen c¢iktiy1 hesapla ve bu ciktilarin ortalamasiyla hedef olasilik veya
beklentiyi tahmin et. Biiyiik sayilar yasasi tahminin tutarliligini, merkezi limit
teoremi ise hata payim agiklar.

Bu Boliim Ne Saglar?
Bu boéliim sozde rassal say1 iiretimi, diizgiin degiskenden dagilim iiretme,
ters doniigiim yontemi, kesikli dagilim simiilasyonu, kabul-red yontemi,
Monte Carlo integrasyonu, olay olasiligi tahmini, simiilasyon standart
hatasi, giiven araligi, varyans azaltma fikirleri ve simiilasyon raporlama
ilkelerini ele alir. Onceki béliimlerdeki dagilhim, érnekleme, yakinsama, ve
esitsizlik bilgisi burada hesaplama yontemine doéniisiir.

181
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Amag ve Ogrenme Ciktilar
Bu boliimiin sonunda okuyucu

e Monte Carlo tahmin edicisini beklenti ve olasilik tahmini baglaminda
kurabilir,

o diizgiin rassal sayilardan hedef dagilim tiretme fikrini agiklayabilir,

o ters doniisiim ve kabul-red yontemlerinin temel adimlarini uygulayabilir,

e Monte Carlo standart hatasini ve yaklagik giiven araligin1 hesaplayabilir,

o simiilasyon sayisi ile hata pay1 arasindaki karekok iligkisini yorumlaya-
bilir,

o simiilasyon sonuglarim tekrarlanabilir ve raporlanabilir bigimde sunabi-
lir.

11.2 Monte Carlo Diisiincesi

Monte Carlo yontemi, hesaplanmasi zor bir niceligi beklenen deger bi¢ciminde
yazar ve bu beklenen degeri 6rneklem ortalamasiyla yaklagiklar. Bu yaklagim,
olasilik teorisinin sayisal analizle birlestigi temel noktalardan biridir.

Tanmim 11.1 (Monte Carlo Tahmini) X, ..., X,, bagimsiz ve ayni dagiliml,
E|g(X)| < oo olsun. Hesaplanmak istenen deger

0 = Elg(X)]

ise Monte Carlo tahmin edicisi

0, =

S|

Zg(Xi)

seklindedir.

Teorem 11.1 (Monte Carlo Tutarhihgy). Y; = g(X;) degiskenleri bagimsiz ve
aym dagilimly, E|Y;| < oo ise

N 1<
HHZEZ;}Q&E[}G]:Q.

Kanat. Bu sonug zayif biiyiik sayilar yasasinin dogrudan uygulamasidir. Simii-
lasyon tekrarlar1 bagimsiz ve aymi dagilimli kuruldugunda 6rneklem ortalamasi
hedef beklenen degere olasilikta yakinsar. a

Teorem 11.2 (Monte Carlo Tahmininin Yansizhig1). Y; = g(X;) i¢in E|Y;| < o0
ise Monte Carlo tahmin edicisi yansizdir:
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Dolayisiyla tahmin, her sonlu n igin dogru hedefin etrafinda merkezlenmigtir;
tutarhlikla birlikte bu, Monte Carlo’nun temel giivencesidir. a

Ornek 11.1 (Integrali Beklentiye Cevirme). U ~ Uniform(0, 1) ise

olur. Bu nedenle Uy, ..., U, bagimsiz diizgiin degiskenleri i¢in

1 n
- ;g(Ui)

integralin Monte Carlo tahminidir.

fol 2?2 dz integralini Monte Carlo ile tahmin etmek icin U; ~
Uniform(0, 1) iiretip U? degerlerinin ortalamasi alinir. Teorik deger 1/3’tiir;
simiilasyon sayis1 arttik¢a tahmin bu degere yaklagir.

11.3 Sozde Rassal Sayilar ve Tekrarlanabilirlik

Bilgisayarlar gercek anlamda rastgele degil, deterministik algoritmalarla sézde
rassal sayilar tiretir. Bu say1 dizileri uygun testlerden gectiginde rassal gibi dav-
ranir. Aymi baglangic degeri, yani tohum degeri, ayni dizinin tekrar tiretilmesini
saglar.

Tanim 11.2 (Sézde Rassal Say1) Bir algoritma tarafindan iiretilen ve rassal
say1 gibi kullanilan sayilara sézde rassal say1 denir. Monte Carlo simiilasyonla-
rinda temel kaynak ¢ogunlukla (0,1) araliginda dizgiin sézde rassal sayilardir.

Tanim 11.3 (Tohum Degeri) Sozde rassal say iiretecinin baglangig durumunu
belirleyen degere tohum denir. Tohum sabitlenirse simiilasyon tekrarlanabilir
héle gelir.
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Bilimsel raporlamada simiilasyonun tekrarlanabilir olmasi 6énemlidir.
Kullanilan dagilimlar, parametreler, simiilasyon sayisi, tohum degeri ve
yazilim siiriimii miimkiin oldugunca agik belirtilmelidir.

11.4 Kesikli Dagilim Simiilasyonu
Kesikli bir dagilimdan érnek iiretmek igin [0, 1] aralig olasilik kiitlelerine gore
parcalara ayrilir. Diizgiin say1 hangi parcaya diigerse ilgili deger segilir.

Tanim 11.4 (Kiimiilatif Aralik Yontemi) X degigkeni 21, ..., z,, deger-
lerini pi,...,pn olasiliklaryla alsin. ¢; = p; + --- + p; tanimlansin. U ~
Uniform(0, 1) igin ¢;_1 < U < ¢; ise X = z; atanir.

Ornek 11.2 (Hileli Zar Simiilasyonu). Bir zarn 1,2,3,4,5,6 degerleri igin
olasiliklar egit degilse, bu olasiliklarin kimilatif toplamlar kullandlarak dizgin
sayndan zar sonucu tretilebilir. Ornegin U ilk olasibik aralgina diiserse sonug 1,
tkinci aralga digerse sonug 2 secilir.

11.5 Ters Doniisiim Yontemi

Ters dontisim yontemi, diizgiin rassal degiskenden hedef dagilima sahip degis-
ken tiretmenin temel yoludur. Dagilim fonksiyonunun tersinin hesaplanabildigi
durumlarda dogrudan ve giiclii bir yontemdir.

Teorem 11.3 (Ters Dontigiim Yontemi). U ~ Uniform(0, 1) ve F' siirekli, artan
bir dagilim fonksiyonu olsun. Bu durumda

X =F"1U)
degiskeninin dagilvm fonksiyonu F olur.
Kanat. Her z igin
P(X <z)=P(F Y (U)<x)=P(U < F(x)) = F(z)
olur. Son egitlik U degigkeninin (0, 1) araliginda diizgiin dagilmasindan gelir. O

Ornek 11.3 (Ustel Dagilim Uretme). X ~ Exp()\) i¢in dagilvm fonksiyonu
F(z) =1—e72% olur. U = F(x) ¢éziliirse

1
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elde edilir. 1 — U da dizgin dagildigindan cogu zaman X = —(1/A)logU
kullanalar.

Ters doniigiim siirekli durumla sinirli degildir; dagilim fonksiyonunun genel-
lestirilmig tersi kullanmilarak kesikli dagilimlara da uygulanir. Kiimiilatif aralik
yontemi aslinda bu genel ilkenin 6zel halidir.

Teorem 11.4 (Genellegtirilmis Ters Dontisiim). Herhangi bir dagilvm fonksiyonu
F igin genellestirilmis ters F~1(u) = inf{z : F(x) > u} tammlansin. U ~
Uniform(0, 1) ise X = F~Y(U) degiskeninin dagilim fonksiyonu F olur.

Kamit. Genellegtirilmis tersin temel ozelligi F~1(u) < = <= u
olmasidir. Buradan P(X < z) = P(F~}(U) <z) = P(U < F(x)) = F(z) elde

edilir. Bu, stirekli ve kesikli tiim dagilimlar icin gecerlidir. a

Ornek 11.4 (Geometrik Dagilim Uretme). Geom(p) i¢in F~' kapal bicimde
yazdabilir: X = [log(1 —U)/log(1 — p)] degiskeni geometrik dagilimbidir. Ters
dondistim, kiumdlatif arahklar tek tek taramaya gerek birakmadan dogrudan deger
uretir.

Ornek 11.5 (Normal Uretme: Box Muller). Normal dagivman F~'7% ka-
paly bicimde olmadigindan ézel bir dénisim kullanilir. Bagimsiz Uy, Uy ~
Uniform(0, 1) i¢in

7y = v/—2log Uy cos(2nUs), Zy = \/—2log U; sin(27Us)

bagimsiz iki standart normal degisken verir. Bu, kutupsal koordinat doniistimaiiniin
simiilasyondaki klasik uygulamasidar.

11.6 Kabul-Red Yontemi

Baz1 dagilimlarda ters dagilim fonksiyonu kolay hesaplanamaz. Kabul-red yon-
temi, kolay 6rneklenen bir 6éneri dagilimindan aday tiretir ve hedef yogunluga
gore adaylar1 kabul eder veya reddeder.

Teorem 11.5 (Kabul-Red Ilkesi). Hedef yogunluk f, éneri yojunlugu g ve
f(z) < cg(z) olacak bigimde ¢ > 1 olsun. Y ~ g ve U ~ Uniform(0,1) bagimsiz
tiretilsin. Eger

fY)

cg(Y)

ise Y kabul edilir. Kabul edilen degerlerin dagilims f yogunluguna sahiptir.

U<

Kanit. Kabul olay: altinda Y degiskeninin yogunlugu oneri yogunlugu ¢(y)
ile kabul olasihg1 f(y)/(cg(y)) carpimiyla orantihdir. Bu garpim f(y)/c olur.
Normalize edildiginde kabul edilen degigkenin yogunlugu f elde edilir. O
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Ornek 11.6 (Karmagik Yogunluktan Ornekleme). Kapali formda ters fonk-
styonu olmayan bir yogunluk icin, onu tstten saran daha basit bir yogunluk
segilir. Adaylar kolay dagilimdan dretilir; hedef yogunlugun goreli yiksek oldugu
bolgelerde kabul olasiligr artar.

Kabul-red yonteminin verimliligi, listten sarma sabiti c ile dogrudan iligkilidir.
¢ ne kadar kiigikse (6neri hedefe ne kadar iyi uyuyorsa) o kadar az aday
reddedilir.

Teorem 11.6 (Kabul Olasiligi ve Beklenen Deneme Sayis1). Kabul-red yonte-
minde her bir adayin kabul olasiligy 1/¢’dir. Bir kabul edilen deger iretmek i¢in
gereken beklenen deneme sayist ¢ olur.

Kanat. Toplam kabul olasihigy, kogullama ile [ %g(y) dy =1 [ f(y)dy = Ldir.
Her deneme bagimsiz ve kabul olasiligi 1/¢ oldugundan, ilk kabule kadar deneme
sayisi geometrik dagilir; beklenen degeri 1/(1/¢) = ¢ olur. O

Ornek 11.7 (Verimlilik Yorumu). ¢ = 1.2 ise adaylarn yaklasik %837 (1/1.2)
kabul edilir ve bir ornek icin ortalama 1.2 deneme yeterlidir. ¢ = 5 ise her drnek
i¢in ortalama 5 deneme gerekir; bu, dneri dagiliminin kot secildigini gosterir.
Tyi bir éneri dagulima ¢’yi 1°e yaklasturar.

11.7 Olay Olasilign Tahmini

Monte Carlo yontemiyle bir olayimn olasiligi, gosterge degiskenlerinin ortalama-
siyla tahmin edilir. Bu yaklagim 6zellikle karmagik bolgelerde veya ¢ok boyutlu
olaylarda kullanighdir.

Teorem 11.7 (Gosterge Ortalamasiyla Olasihik Tahmini). A bir olay ve I;
stmilasyonun 1 inci tekrarinda olay gerceklesirse 1, aksi halde 0 alan gésterge

degiskeni olsun. O zaman
. _1¢
Pn = E Z; I;
1=

P(A) igin tutarl bir Monte Carlo tahminidir.

Kamt. E[I;] = P(A) oldugundan biiyiik sayilar yasas1 p, — P(A) sonucunu
verir. a

Ornek 11.8 (Sistem Cokme Olasiligl). Bir ag sisteminde simiilasyon tekrar
sonunda sistem ¢ékerse I; = 1, ¢ékmezse I; = 0 yazilsin. 10000 tekrarda 137
¢okme gozlenirse ¢okme olasilige tahming 137/10000 = 0.0137 olur.
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11.8 Monte Carlo Standart Hatas:

Simiilasyon ¢iktisi da rassaldir. Bu nedenle yalniz tahmin degerini vermek yeterli
degildir; tahminin Monte Carlo belirsizligi de raporlanmalidir.

Teorem 11.8 (Monte Carlo Hatasimin Varyansi). Yi,...,Y, bagimsiz ve ayn
dagilimh, E[Y;] = p ve Var(Y;) = 02 < oo ise

1 — o2
\% — Y, | = —.

Kanit. Bagimsizlik nedeniyle toplamin varyans: varyanslarin toplamidir. 1/n
katsayis1 varyansi 1/n? ile carpar; sonug no?/n? = o2 /n olur. O

Tamim 11.5 (Monte Carlo Standart Hatas1) Simiilasyon ¢iktilar Y7, ..., Y,
ve 6rnek standart sapmasi S olsun. Ortalama tahmininin Monte Carlo standart

hatas1 yaklagik

SE(Y,) = \55

seklindedir.

Yorum:

Standart hata 1//n hizinda azalir. Hata payim yariya indirmek i¢in simii-
lasyon sayisim yaklagik dort katina ¢ikarmak gerekir.

11.9 Monte Carlo Giiven Araligi

Merkezi limit teoremi, bagimsiz simiilasyon ¢iktilarinin ortalamasi igin yaklagik
normal hata modeli saglar. Bu sayede Monte Carlo tahmini icin yaklagik giiven
araligi kurulabilir.

Teorem 11.9 (Monte Carlo Giiven Araligi). Bagimsiz similasyon ¢iktilar
sonlu varyanshysa, biyik n icin

- S
Yn + ZQ/Q ﬁ
ifadesi p = E[Y] icin yaklagik giiven araligu verir.

Kamt. Merkezi limit teoremi /n(Y, — p)/o degiskeninin yaklagik standart
normal oldugunu séyler. Bilinmeyen o yerine tutarli érnek standart sapmasi S
kullanildiginda Slutsky teoremiyle ayni biiyiik 6rneklem yaklagimi korunur. O
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Ornek 11.9 (Olasilik Tahmini I¢in Hata Pay1). Bir olaymn olasihge p = 0.20 ve
similasyon sayist n = 10000 olsun. Gosterge degiskeni i¢in yaklasik standart

hata
\/p(1 —-p) \/0.20 -0.80
n 10000

olarak hesaplanar.

11.10 Monte Carlo Integrasyonu

Monte Carlo integrasyonu 6zellikle yiiksek boyutlu integrallerde kullanighdir.
Klasik grid yontemleri boyut arttik¢a hizla zorlagirken Monte Carlo hata hiz
boyuttan ziyade varyansa ve érneklem sayisina baghdir.

Teorem 11.10 (Birim Aralikta Monte Carlo Integrasyonu). U; ~ Uniform(0, 1)
bagimsiz ve E[g(U)?] < oo olsun. O halde

. 1 <

I:/Olg(u)du

igin tutarl bir tahmindir ve biyik n i¢in standart hatasy Sy/+/n ile tahmin
edilir.

Kamit. Diizgiin dagilim altinda Elg(U)] = fol g(u) du olur. Tutarhlik biiyiik sa-
yilar yasasimndan, standart hata sonucu ise 6rneklem ortalamasinin varyansindan
gelir. ad

Ornek 11.10 (7 Sayisini Tahmin Etme). Birim karede diizgiin (U, V) noktalar
tiretelim. U? + V2 < 1 ise nokta ceyrek dairenin igindedir. Bu olaymn olasilig
w/4 oldugundan

T=4-

S IHUR+VE<T)
i=1

S|

Monte Carlo tahminidir.
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disariqs

“igeride *

i = 4 x (igerideki oran)

Sekil 11.1 Monte Carlo ile 7 tahmini: birim karede iiretilen noktalarin ¢eyrek daire igine
digsme orami w/4’e yakinsar.

Yorum:

Monte Carlo integrasyonunun standart hatasi 1/4/n mertebesindedir ve bu
hiz integralin boyutundan bagimsizdir. Klasik 1zgara (grid) yontemlerinde
hata boyutla birlikte iistel bigimde kotiilesirken, Monte Carlo bu “boyut
lanetinden” biiyiik ol¢iide kagimir. Yiiksek boyutlu integrallerde tercih
edilmesinin temel nedeni budur.

11.11 Varyans Azaltma Fikirleri

Monte Carlo hatas1 yalniz simiilasyon sayisina degil, ¢ikt1 degiskeninin varyansina
da baghdir. Ayni n ile daha kiiciik hata elde etmek icin varyans azaltma teknikleri
kullanilir.

o Antitetik degiskenler: U ile birlikte 1 — U kullanilarak negatif bagimlilik
yaratilir.

e Kontrol degiskeni: Beklenen degeri bilinen iligkili bir degiskenle hata
azaltilir.

« Onem o6rneklemesi: Nadir olay bolgelerinden daha sik 6rnek alacak bi-
¢imde dagilim degistirilir.

o Tabakali 6rnekleme: Ornek uzay parcalara ayrilir ve her parcadan kont-
rollii 6rnek alinir.

Ornek 11.11 (Antitetik Diizgiin). fo u) du tahmininde U; ile birlikte 1 — U;
kullamlirsa tahmin

Z{g ) +9(1=Ui)}

biciminde yazilir. Monoton g fonksiyonlarinda bu yéntem varyansi azaltabilir.

Antitetik fikrin neden igledigi, ¢ift degigkenin kovaryansina baghdir. Agagidaki
teorem kogulu acikca verir.
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Teorem 11.11 (Antitetik Degiskenlerde Varyans). 6, = Ho(U)+g(1-U)}
olsun. Bu durumda

Var(la) = 1 (Var(g(U) + Var(g(1 — U)) +2 Cov(g(U), g(1 ~ 1))

olur. g monoton ise Cov(g(U),g(1 — U)) <0 oldugundan varyans bagimsiz ¢ift
kullanmaya gore azalir.

Kanat. Varyans agilimi toplamin varyans formiiliinden gelir. Monoton g icin
U biiytidiikge g(U) artar ama g(1 — U) azalir; bu ters yonlii hareket negatif
kovaryans tiretir. Negatif kovaryans terimi toplam varyansi diistiriir. d

Teorem 11.12 (Kontrol Degigkeni). E[h(X)] = m bilinen bir kontrol degiskeni
olsun. Her sabit b i¢in

yansiz  bir tahmindir. Varyanst en kiicik yapan katsayr b* =

Cov(g(X), h(X))/ Var(h(X)) dir.

Kamit. E[h(X) —m] = 0 oldugundan her b icin E[f] = E[g(X)] = 6; yani
yansizdir. Tek terimin varyansi Var(g) — 2b Cov(g, h) + b? Var(h) ifadesidir; b’ye
gore tiirev sifirlaninca b* elde edilir. Bu se¢imde varyans Var(g)(1 — p?) olur; p
biiytidiikce kazang artar. a

Teorem 11.13 (Onem Orneklemesi). Hedef 6 = E[g( = [g(z)
olsun. Pozitif bir dneri yogunlugu q i¢in

yazbr; dolaysyla X; ~ q ile 0 = %Zig(Xi) w(X;), w = f/q yansiz bir
tahmindir.

Kanit. Eylg(X)f(X)/q = [g(x) z)q z)dx = [ g(x)f(z)dz = 6 olur. g,
integrandin biiyiik oldugu bolgelere aglrhk Verecek bigimde segilirse varyans
onemli 6l¢lide azalir; nadir olay olasiliklarimin tahmininde temel aractir. a

11.12 Rassal Siire¢ Simiilasyonuna Giris

Monte Carlo yalniz tek degisken tiretmek icin degil, zaman iginde geligen rassal
stirecleri simiile etmek i¢in de kullanilir. Poisson siirecleri, rastgele yiiriiytigler
ve Markov zincirleri bunun temel ¢rnekleridir.
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Tamm 11.6 (Rassal Siireg¢) Bir indeks kiimesi T igin {X (¢) : ¢t € T'} bi¢imin-
deki rassal degigken ailesine rassal siire¢ denir. T' zaman olarak yorumlandiginda
stireg, zaman icinde degigen belirsiz sistemi temsil eder.

Tanim 11.7 (Basit Rastgele Yiiriiyiig) So = 0ve S, = X; + -+ X,
olsun. X; degiskenleri bagimsiz olarak +1 veya —1 degerlerini aliyorsa .S,, basit
rastgele yuriytstir.

Teorem 11.14 (Rastgele Yirtiytigte Ortalama ve Varyans). P(X; = 1) = p,
PX;=-1)=q=1—p ise

E[Sn] =n(p —q), Var(Sy) = 4npq.

Kamit. E[X;] =p —q ve E[X?] = 1 oldugundan Var(X;) =1— (p — q)? = 4pq
olur. Bagimsiz toplam igin beklentiler ve varyanslar toplanir. a

Sn

Sekil 11.2 Basit rastgele yiiriiytlisiin bir gerceklemesi: her adimda 41 hareket eder. Bekle-
nen konum n(p — q), yaythm /4npq ile biiyiir.

Poisson siiregleri, olaylar arasi bekleme siirelerinin bagimsiz {istel olmasi
ozelligiyle kolayca simiile edilir. Bu, ters doniisiimiin rassal siireclere dogal bir
uygulamasidir (Ross, 2019).

Teorem 11.15 (Poisson Siirecinin Uretimi). Hize A olan bir Poisson siirecinde
ardigik olaylar arasy siireler bagimsiz Exp()\) dagilimlider. Dolayiswyla Ty =
Zle E;, E; ~ Exp()\) dretilerek olay zamanlar elde edilir.

Kanat. Poisson siirecinin tanimlayici 6zelligi, ayrik araliklardaki olay sayilarimin
bagimsiz Poisson olmasi ve aralar aras: stirelerin hafizasiz olmasidir. Hafizasiz
stirekli dagilim {istel oldugundan, ardigik iistel siireleri toplamak siireci tam
olarak ftiretir. a

Ornek 11.12 (Cagr Zamanlarim Uretme). Saatte ortalama A = 20 cagri gelen
bir merkez i¢in, Exp(20) dretip kimilatif toplam alinarak ¢agri zamanlar, simile
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edilir. Bir saatlik pencerede beklenen cagri sayisy 20 °dir ve siire¢ tekrarlanarak
yogunluk profili incelenebilir.

11.13 Simiilasyon Sonucunu Raporlama

Iyi bir Monte Carlo raporu yalniz sonug sayisini vermez. Model varsayimlarini,
algoritmay1, simiilasyon sayisini, tohum degerini, standart hatay: ve varsa giiven
araligim da sunar.

Hedef niceligi agik tanmimla: olasilik mi, beklenti mi, integral mi?
Kullanilan dagilimlar: ve parametreleri yaz.

Simiilasyon algoritmasim adim adim belirt.

Simiilasyon sayis1 n ve tohum degerini raporla.

Tahminle birlikte Monte Carlo standart hatasin ver.

Sonucu analitik deger, yaklagik yontem veya duyarlhilik analiziyle kontrol et.

Sk N

Yaygin Hata Kaliba:
Monte Carlo sonucunu yalniz tek sayi olarak vermek eksiktir. Simiilasyon
¢iktisi rassal oldugu icin standart hata veya giiven araligl olmadan sonucun
sayisal giivenilirligi degerlendirilemez.

11.14 Ornek Veri Tablosu ve Yazilim Coziimleri

Asagidaki 6rnek, fol 22 dz integralini Monte Carlo ile tahmin eder. Teorik deger
1/3 oldugundan simiilasyon sonucu kolayca kontrol edilebilir.

Simiilasyon Say1s1| Tahmin Standart Hata Teorik Deger

1 000 MC ortalamasi  S/+/1000 1/3
10 000 MC ortalamas1 S/+/10000 1/3
set.seed(42)
n <- 10000
u <- runif(n)
y <-u2
mean (y)

sd(y) / sqrt(n)
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Python Coziimii

import numpy as np

rng = np.random.default_rng(42)

n = 10000
u = rng.uniform(0, 1, size=n)
y = ukx*x2

estimate = np.mean(y)
se = np.std(y, ddof=1) / np.sqrt(n)

print(estimate, se, 1/3)

11.15 Gorsellestirme ve Grafikler

Monte Carlo tahmininin simiilasyon sayist arttikca nasil kararlhilagtigy kiimiilatif
ortalama grafigiyle goriilebilir.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

rng = np.random.default_rng(42)

n = 5000
u = rng.uniform(0, 1, size=n)
y = u*x*x2

running_mean = np.cumsum(y) / np.arange(l, n + 1)

plt.plot(running_mean, label="Monte Carlo tahmini")
plt.axhline(1/3, color="red", linestyle="--", label="Teorik deger")
plt.xlabel("Similasyon sayisi")

plt.ylabel("Kimtlatif ortalama")

plt.title("Monte Carlo Tahmininin Yakinsamasi")

plt.legend()

plt.show()

Dikkat: Kavram Yanilgisi
Monte Carlo hatasi, kod hatasi degildir. Simiilasyon sonucu rassal oldugu
i¢in ayni model dogru kurulsa bile farkli tohumlarda kiiciik farklar olusur;
raporda standart hata ve giiven araligi verilmesinin nedeni budur.
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Mini-Proje / Vaka Caligmasi:
Tekrarlanabilir Monte Carlo raporu: P(Z > 2) olasihgin simiilasyonla
tahmin edin. Raporunuzda simiilasyon sayisini, tohum degerini, tahmini,
standart hatay1 ve yaklagik ytizde 95 giiven araligini verin. Sonucu tablo
degeriyle karsilagtirin ve farki Monte Carlo hatasiyla aciklayin.

Kendini Dene:

Ara Kontrol: Simiilasyon sayisim 100 kat artirinca standart hatanin
yaklagik kag kat azalmasim beklersiniz?

11.16 Boliim Sonu Coziimlii Problemler

1. U ~ Uniform(0, 1) olsun. fol e~ " du integralinin Monte Carlo tahmin edici-
sini yazin.
Coziim. Hedef integral E[e~Y] bigimindedir. Bagimsiz Uy, ..., U, icin

n
>t
i=1

I, =

S|

Monte Carlo tahminidir.
2. Y7,...,Y, similasyon c¢iktilarinin standart sapmasi S = 12 ve n = 3600
olsun. Monte Carlo standart hatasim bulun.

Coziim.
spo S _12

Jn o 60
3. F(r) =1—e2* 1 > 0 dagihmindan ters déniigiimle 6rnek iiretme formiiliinii
yazin.
Coziim. U = 1 — e~ 2% ¢oziiliirse

0.2.

1
T = —§log(1 -U)

olur. 1 — U da diizgiin dagildigindan X = —(1/2)log U da kullanilabilir.
4. Bir olay 20000 simiilasyonun 640 tanesinde gerceklegmistir. Olay olasilig
tahmini nedir?

Coziim.
640
= ——  —0.032.
P = 50000

5. Monte Carlo hata payimni yaklagik yariya indirmek igin simiilasyon sayisi
nasil degistirilmelidir?
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10.

11.

Coziim. Standart hata 1/y/n hizinda azaldigindan hata payn yariya
indirmek ic¢in n yaklagik doért katina ¢ikarilmalidir.

P(X; =1) = 0.6, P(X; = —1) = 0.4 olan rastgele yiiriiytigte S1gp igin
beklenen degeri bulun.

Coziim. p — ¢ = 0.6 — 0.4 = 0.2 oldugundan

E[S100] = 100(0.2) = 20.

Kabul-red yonteminde sarma sabiti ¢ = 2.5 ise bir o6rnek tiretmek igin
ortalama kag deneme gerekir?

Coziim. Beklenen deneme sayisi ¢ = 2.5’tir; kabul olasihg 1/2.5 = 0.4.
Aymni problemde yukaridaki rastgele yiiriiyiigte S1gp’iin varyansi nedir?
Coziim. Var(S,) = 4npq = 4(100)(0.6)(0.4) = 96.

0 = E[g(U)] tahmininde kontrol degigkeniyle korelasyon p = 0.9 ise varyans
hangi oranda azalir?

Coziim. Varyans Var(g)(1 — p?) = Var(g)(1 — 0.81) = 0.19 Var(g)’ye iner;
yaklagik %81 azalma.

Hizi A = 20 olan Poisson siireci nasil simiile edilir?

Coziim. Bagimsiz Exp(20) aralar tretilip kiimiilatif toplam almir; bu
toplamlar olay zamanlarini verir.

Box—Muller déniigimtnde Uy, Uy ~ Uniform(0, 1) kag tane standart normal
iretir?

Coziim. Iki bagimsiz standart normal iiretir: Z; = v/—2log U; cos(2rU>)
ve Zy = +/—2log Uy sin(27U3).

11.17 Boliim Sonu Alstirmalar:

E1.

E2.

E3.

E4.

Sabit bir tohumla P(Z > 1.96) degerini simiile edin ve Monte Carlo standart
hatasini raporlayin.

fol \/x dz integralini Monte Carlo ile tahmin edin ve kesin degerle kargilagti-
rin.

Simiilasyon biiyiikliigiinii dort katina ¢ikarmanin standart hatay: neden
yaklagik yariya indirdigini agiklayin.

Bir varyans azaltma yontemi tanimlayin ve hangi kogulda yararl oldugunu
belirtin.

11.18 Kaynak Notu

Bu bélimdeki Monte Carlo tahmini, ters déniigiim, kabul-red, simiilasyon stan-
dart hatasi, giiven araligi, varyans azaltma ve rassal siire¢ simiilasyonu sunumu;
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Ross (2019), Robert ve Casella (2004), Fishman (1996), Gentle (2003), Hogg, Mc-
Kean ve Craig (2019) ve Grimmett ve Stirzaker (2020) gibi olasilik, simiilasyon
ve Monte Carlo kaynaklarindaki standart yaklagimla uyumludur. Genellegtiril-
mis ters doniigiim, Box—Muller ve kabul-red verimliligi i¢in Devroye (1986) ile
Gentle (2003); kontrol degiskeni, antitetik degigkenler ve 6nem oérneklemesi igin
Robert ve Casella (2004); Poisson siireg tiretimi i¢in Ross (2019) izlenmigtir.

Ozet:

Monte Carlo yontemleri, olasilik teorisini hesaplanabilir hale getirir. Hedef
olasilik veya beklenti, bagimsiz simiilasyon ¢iktilarinin ortalamasiyla tahmin
edilir. Tutarhlik biiyiik sayilar yasasindan, hata 6l¢iimii merkezi limit
teoremi ve standart hata kavramindan gelir. Ters dontigiim ve kabul-red
yontemleri dagilim iiretmenin temel araclaridir. Iyi bir simiilasyon raporu
tahminle birlikte standart hata, simiilasyon sayisi, tohum degeri ve model
varsayimlarini da igermelidir.




Ek A
Ekler

Ek A : Dagilim ve Kritik Deger Tablo-
lari

A.1 Standart Normal Dagilim Tablosu

Asagidaki tabloda @(z) = P(Z < z) degerleri verilmigtir. Satir ilk iki basamagi,
slitun ise ytizde birlik kismi gosterir.
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A Ekler

z 0.00

0.01

0.02

0.03

0.04 0.05

0.06

0.07 0.08

0.09

0.0 0.5000
0.1 0.5398
0.2 0.5793
0.3 0.6179
0.4 0.6554
0.5 0.6915
0.6 0.7257
0.7580
0.7881
0.8159
0.8413
0.8643
0.8849
0.9032
0.9192
0.9332
0.9452
0.9554
0.9641
0.9713
0.9772
0.9821
0.9861
0.9893
0.9918
0.9938
2.6 0.9953
2.7 0.9965
2.8 0.9974
2.9 0.9981
3.0 0.9987
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0.5040
0.5438
0.5832
0.6217
0.6591
0.6950
0.7291
0.7611
0.7910
0.8186
0.8438
0.8665
0.8869
0.9049
0.9207
0.9345
0.9463
0.9564
0.9649
0.9719
0.9778
0.9826
0.9864
0.9896
0.9920
0.9940
0.9955
0.9966
0.9975
0.9982
0.9987

0.5080
0.5478
0.5871
0.6255
0.6628
0.6985
0.7324
0.7642
0.7939
0.8212
0.8461
0.8686
0.8888
0.9066
0.9222
0.9357
0.9474
0.9573
0.9656
0.9726
0.9783
0.9830
0.9868
0.9898
0.9922
0.9941
0.9956
0.9967
0.9976
0.9982
0.9987

0.5120 0.5160 0.5199
0.5517 0.5557 0.5596
0.5910 0.5948 0.5987
0.6293 0.6331 0.6368
0.6664 0.6700 0.6736
0.7019 0.7054 0.7088
0.7357 0.7389 0.7422
0.7673 0.7704 0.7734
0.7967 0.7995 0.8023
0.8238 0.8264 0.8289
0.8485 0.8508 0.8531
0.8708 0.8729 0.8749
0.8907 0.8925 0.8944
0.9082 0.9099 0.9115
0.9236 0.9251 0.9265
0.9370 0.9382 0.9394
0.9484 0.9495 0.9505
0.9582 0.9591 0.9599
0.9664 0.9671 0.9678
0.9732 0.9738 0.9744
0.9788 0.9793 0.9798
0.9834 0.9838 0.9842
0.9871 0.9875 0.9878
0.9901 0.9904 0.9906
0.9925 0.9927 0.9929
0.9943 0.9945 0.9946
0.9957 0.9959 0.9960
0.9968 0.9969 0.9970
0.9977 0.9977 0.9978
0.9983 0.9984 0.9984
0.9988 0.9988 0.9989

0.5239
0.5636
0.6026
0.6406
0.6772
0.7123
0.7454
0.7764
0.8051
0.8315
0.8554
0.8770
0.8962
0.9131
0.9279
0.9406
0.9515
0.9608
0.9686
0.9750
0.9803
0.9846
0.9881
0.9909
0.9931
0.9948
0.9961
0.9971
0.9979
0.9985
0.9989

0.5279 0.5319
0.5675 0.5714
0.6064 0.6103
0.6443 0.6480
0.6808 0.6844
0.7157 0.7190
0.7486 0.7517
0.7794 0.7823
0.8078 0.8106
0.8340 0.8365
0.8577 0.8599
0.8790 0.8810
0.8980 0.8997
0.9147 0.9162
0.9292 0.9306
0.9418 0.9429
0.9525 0.9535
0.9616 0.9625
0.9693 0.9699
0.9756 0.9761
0.9808 0.9812
0.9850 0.9854
0.9884 0.9887
0.9911 0.9913
0.9932 0.9934
0.9949 0.9951
0.9962 0.9963
0.9972 0.9973
0.9979 0.9980
0.9985 0.9986
0.9989 0.9990

0.5359
0.5753
0.6141
0.6517
0.6879
0.7224
0.7549
0.7852
0.8133
0.8389
0.8621
0.8830
0.9015
0.9177
0.9319
0.9441
0.9545
0.9633
0.9706
0.9767
0.9817
0.9857
0.9890
0.9916
0.9936
0.9952
0.9964
0.9974
0.9981
0.9986
0.9990

A.2 t Dagilimi Kritik Degerleri

Asgagidaki tabloda secilmis serbestlik dereceleri igin {ist kuyruk kritik degerleri
verilmigtir; yani P(T > t,,) = a.

sd @ =0.10 a = 0.05 o = 0.025 o« = 0.01 o = 0.005

120

3.078
1.886
1.638
1.533
1.476
1.440
1.397
1.372
1.356
1.341
1.325
1.318
1.310
1.303
1.296
1.289

6.314
2.920
2.353
2.132
2.015
1.943
1.860
1.812
1.782
1.753
1.725
1.711
1.697
1.684
1.671
1.658

12.706
4.303
3.182
2.776
2.571
2.447
2.306
2.228
2.179
2.131
2.086
2.064
2.042
2.021
2.000
1.980

31.821
6.965
4.541
3.747
3.365
3.143
2.896
2.764
2.681
2.602
2.528
2.492
2.457
2.423
2.390
2.358

63.657
9.925
5.841
4.604
4.032
3.707
3.355
3.169
3.055
2.947
2.845
2.797
2.750
2.704
2.660
2.617
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Standart normal dagilim igin sik kullanilan tek kuyruk, ¢ift kuyruk ve giiven
diizeyi kritik degerleri agsagida 6zetlenmistir.

A.4 F Dagilimi Kritik Degerleri

Tek kuyruk a Cift kuyruk o Kritik deger z

0.10
0.05
0.025
0.01
0.005

0.20
0.10
0.05
0.02
0.01

1.282
1.645
1.960
2.326
2.576

Giiven diizeyi 2,2

80%
90%
95%
98%
99%

1.282
1.645
1.960
2.326
2.576

Asgagidaki tabloda o = 0.05 i¢in st kuyruk kritik degerleri verilmistir; yani
P(F > -FO.OE);Vl,lQ) = 0.05.

vo\v1 1 2 3 4 5 10
1 161.448 199.500 215.707 224.583 230.162 241.882

2 18.513 19.000 19.164 19.247 19.296 19.396

3 10.128 9.552 9.277 9.117 9.013 8.786

4 7.709 6.944 6.591 6.388 6.256 5.964

5 6.608 5.786 5.409 5.192 5.050 4.735
10 4.965 4.103 3.708 3.478 3.326 2.978
20 4.351 3.493 3.098 2.866 2.711 2.348
30 4.171 3.316 2.922 2.690 2.534 2.164
60 4.001 3.150 2.758 2.525 2.369 1.998
120 3.920 3.071 2.680 2.447 2.291 1.917

A.5 Ki-Kare Dagilimi Kritik Degerleri

Asagidaki tabloda secilmis serbestlik dereceleri i¢in ki-kare kritik degerleri
verilmigtir. Siitunlar iist kuyruk olasiliklarini géstermektedir; yani P(x? > ¢) =

Q.
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A Ekler

sd a=0.995 « =0.99 « =0.975 «a =0.95 « = 0.90 « = 0.10 « = 0.05 o = 0.025 a = 0.01 « = 0.005

1

[
OO WU WN

12
15
20
24
30

0.000
0.010
0.072
0.207
0.412
0.676
0.989
1.344
1.735
2.156
3.074
4.601
7.434
9.886
13.787

0.000
0.020
0.115
0.297
0.554
0.872
1.239
1.646
2.088
2.558
3.571
5.229
8.260
10.856
14.953

0.001
0.051
0.216
0.484
0.831
1.237
1.690
2.180
2.700
3.247
4.404
6.262
9.591
12.401
16.791

0.004
0.103
0.352
0.711
1.145
1.635
2.167
2.733
3.325
3.940
5.226
7.261
10.851
13.848
18.493

0.016
0.211
0.584
1.064
1.610
2.204
2.833
3.490
4.168
4.865
6.304
8.547
12.443
15.659
20.599

2.706
4.605
6.251
7.779
9.236
10.645
12.017
13.362
14.684
15.987
18.549
22.307
28.412
33.196
40.256

3.841

5.991

7.815

9.488
11.070
12.592
14.067
15.507
16.919
18.307
21.026
24.996
31.410
36.415
43.773

5.024

7.378

9.348
11.143
12.833
14.449
16.013
17.535
19.023
20.483
23.337
27.488
34.170
39.364
46.979

6.635

9.210
11.345
13.277
15.086
16.812
18.475
20.090
21.666
23.209
26.217
30.578
37.566
42.980
50.892

7.879
10.597
12.838
14.860
16.750
18.548
20.278
21.955
23.589
25.188
28.300
32.801
40.000
45.559
53.672




Ek B
Cevap Anahtar:

B.1 Boliim 1: Olasiligin Temelleri ve Aksiyomatik Yapi

Temel Diizey

B1.
B2.
B3.
B4.
B5.

R ={YY, YT, TY, TT}; en az bir yaz olay1 {YY, YT, TY} bi¢imindedir.
AUB = {1,3,4,5,6}, AN B = {5} ve A° = {2,4,6)}.

fgerme-diglama ile P(A U B) = 0.35 4 0.50 — 0.20 = 0.65.

B = AU(BNA®) ayrik birlesim oldugundan P(BNA°) = 0.62—0.28 = 0.34.
En az bir dersi alma olasiligr 0.40 4 0.25 — 0.10 = 0.55.

Orta Diizey

I1.
I2.

I3.

4.
I5.

P(iki beyaz) = (4/10)(3/9) = 2/15.

P(ANB)=0.6+0.5—-0.8=0.3ve P(A)P(B) = 0.30; dolayisiyla olaylar
bagimsizdir.

Bayes teoremiyle

0.92(0.03)
P(H|+)= ~ 0.322.
(H]+) 0.92(0.03) + 0.06(0.97)

Icerme-diglama ile 0.40 + 0.35 + 0.30 — 0.12 — 0.10 — 0.08 + 0.03 = 0.78.
Paralel sistemin galigmama olasiligy (0.10)(0.20) = 0.02 oldugundan giiveni-
lirlik 0.98°dir.
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202 B Cevap Anahtar:

fleri Diizey

Al. By = Ay ve B, = A, \ A1 tamimlanirsa By, ’ler ayriktir ve A =J,,~, Bn
olur. Sayilabilir toplamsallik P(A) =Y -, P(B,) = lim, P(A,) sonucunu
verir. B

A2. Ayriklik nedeniyle P(A N B) = 0 olur. Bagimsizlik olsaydi P(AN B) =
P(A)P(B) > 0 gerekirdi; bu geligkidir.

A3. P(cakigma) =1 — [[72,(1 — j/365) ~ 0.538.

A4. Onsel oran 0.01/0.99’dur. Sonsal oran 20(0.01/0.99) = 20/99 ve sonsal
olasilik (20/99)/(1 + 20/99) = 20/119 ~ 0.168.

A5. Boole esitsizligi P(LU2] A;) < 250(0.002) = 0.5 verir. Bu iist smir bagimsiz-
lik varsayimi gerektirmez.

B.2 Boliim 2: Kombinatorik Analiz ve Sayma Yontemleri
Temel Diizey

B1. Sira 6nemli oldugundan P(7,3) =7-6-5 = 210.
B2. Sira 6nemli degildir: (152) = 792.
B3. Her basamak icin 10 secenek vardir; toplam 10* = 10000 sifre olusur.

B4. A harfi 3, N harfi 2 kez gectiginden 6!/(3!2!) = 60.
B5. Carpma kuraliyla 3 -5 -4 = 60 farkli menii olusturulur.

Orta Diizey

. (13315329)

(5)
I2. Once ekip segilip sonra kaptan segilir: (i) -4 = 504.
13. ©1 + 292+ 23 =8 ve x; > 1 i¢in ¢Ozlim sayisi (;) = 21.
I4. 5 sag ve 4 yukar1 adimin siralanmas1 gerekir: (g) = 126.
()G _ 56 _ 7

fleri Diizey

A1. Iki belirli kisi blok kabul edilirse 7 nesne dairesel dizilir ve blok ici 2 siralama
vardir: (7 —1)!-2 = 1440.
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A2.

A3.
Ad.

Ab.

Orten fonksiyon sayis1 37 — (i’) 27 + (3)17 = 2187 — 384 + 3 = 1806.
|

Multinom katsayisi 2'3;1' =

Iki belirli kisi komite.d.ey.se kalan 4 kigi diger 18 kisiden segilir. Olasilik
18\ /(20\ _

(4)/(g) =1/19.

n elemanl bir kiimede igaretli bir eleman igeren alt kiimeleri iki sekilde

sayalim. Sol taraf, alt kiime biiyiikligii k iken isaretli elemani seger; sag

taraf 6nce isaretli elemani n yolla secer, kalan n — 1 elemanin alt kiimeye

girip girmemesini 2" ! yolla belirler.

B.3 Boliim 3: Rassal Degiskenler ve Dagilimlar

Temel Diizey

Bl. P(X = ) = 0.3, E[X] = 0.7 ve Var(X) = 0.7(0.3) = 0.21.
B2. E[X]=0(0.2) + 1(0.5) + 2(0.3) = 1.1.
B3. P(1< X g 4) = F(4) ~ F(1) = 0.80 ~ 0.25 = 0.5,
B4, P(X =0)=e¢2ve P(X =1) = 22,
B5. E[Y] =2E[X]+1 =9 ve Var(Y) = 22 Var(X) = 36.
Orta Diizey
I. P(X =3)=(})(0.4)%(0.6)" ~ 0.215.
I2. P(X >3)=(0.75) ~ 0.422 ve E[X] = 1/0.25 = 4.

15
3. ()(;%)

4
4. E[X] = 1(0.2) +3(0.3) +5(0.5) = 3.6 ve E[X?] = 1(0.2) +9(0.3) +25(0.5) =
15.4 oldugundan Var(X) = 15.4 — 3.6% = 2.44.

I5. Toplam X +Y ~ Poisson(4) olur; P(X +Y = 2) = e=%42/2! = 8¢~* ~ 0.147.

fleri Diizey

Al.

A2.

A3.

Kuyruk toplamiyla E[X] = Y, P(X > k) = >, -,(0.6)F = 0.6/0.4 =
1.5. - a

X = L1+ - -+1, yazilir; burada I; bagar gostergesidir. E[I;] = p oldugundan
dogrusallikla E[X]| =" . E[I;] = np.

P(X =2) =03 ve B[X] = G'(1) = 0.5+ 0.6 = 1.1.
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PX+1) A
P(X)  X+1
olasiliklar azalmaya baglar.

A5. P(X >m+n|X >m)= U720 = (1-p)" = P(X > n).

A4 Oran 1’den kii¢iik oldugunda, yani X + 1 > X iken

B.4 Boliim 4: Siirekli Dagilimlar ve Doniisiimler
Temel Diizey

B1. Diizgiin dagilimda uzunluk oram kullamilir: P(3 < X < 6) = (6—3)/(8—2) =
1/2.

B2. P(X >4) = e 054 = ¢=2 ~ (.135.

B3. P(X >0.5) = [, 2vdr =1-0.25 = 0.75.

B4. Standart normal tablodan P(Z < 1.96) = 0.975.

B5. Ters déniisiim = (y —1)/2 ve Jacobian 1/2 oldugundan fy (y) = % fx((y —

1)/2).

Orta Diizey

I1. F(qg) =1— e =0.90 oldugundan g 9o = log(10)/A.

12. Fy(y) = P(X3 <y) = P(X <y'/3) = (y'/3)3 = y; dolaymsiyla Y ~ U(0, 1).

3. P(Y <y) = P(~logX/A<y)=PX >eM)=1—-e?, y > 0; yani
Y ~ Exp(A).

I4. Evrigimle fg(s) = [; 1dz =50<s<1.

I5. Standart1a§t1rma sonucu Z ~ N(0,1).

Ileri Diizey

Al . y € (0,1) 1§1n ters kollar i\/ﬂ ve |dx/dy| = 1/(2y/y)’dir. Bu nedenle

Ty(y) = §ﬁ + 527

A2. h(zx) = f(x)/S(x )f—S'( )/S( ) = 3z°

A3. M(t) = )\/()\—t), t < X M(0) = /)\ M"(0) = 2/)\% ve Var(X) =
M”(O) M'(0)° =1/A%

Ad. fr(t) f e A e M) o = N2te= M ¢ > 0.

A5, x = e¥ ve dz/dy = €Y oldugundan fy (y ) fx(e¥)e?. Ters yonde X = e¥
ve Y ~ N(u,0?) alimirsa lognormal yogunlugu Jacobian 1/ carpaniyla elde
edilir.



B.5 Bolim 5: Ortak Dagilimlar ve Bagimhhik 205

B.5 Boliim 5: Ortak Dagilimlar ve Bagimhihk

Temel Diizey

B1.
B2.

B3.
B4.
B5.

px(0)=0.240.3=0.5ve py(0) =0.2+0.1 =0.3.
P(X=1Y=1)=04, P(X =1)=0.5ve P(Y =1) = 0.7 oldugundan
P(X =1)P(Y = 1) = 0.35. Esitlik saglanmadig i¢in bagimsiz degildir.
Cov(X,Y)=FE[XY]|-EX|E]Y]=12-2-5=2.

Var(X +Y) =449+ 2(3) = 19.

p=Cov(X,Y)/(ocxoy)=—4/(2-5) = —0.4.

Orta Diizey

I1.
I2.

I3.
I4.

I5.

Bolge alan 2 oldugu icin ¢ = 1/2. Olasilik f1/2 f12 1/2 dydx =1/4.

Marjinaller fx (z fo 6xy? dy = 2x ve fy(y fo 6xy? dr = 3y? olur.
Carpim fx () fy( ) = 6xy? oldugundan bag1ms1zd1r
PY=1|X=1)=p(1,1)/px(1) =0.4/(0.3 +0.4) = 4/7.

Cov(X,Y) = poxoy = (—0.5)(1)(2) = —1. Bu nedenle Var(2X —Y) =
4Var(X) + Var(Y) —4Cov(X,Y) =4 +4+4 =12.

Bagimsizhiktan F[XY] = E[X]E[Y] = 3 ve Var(X +Y) = Var(X) +
Var(Y) = 7.

fleri Diizey

Al

A2.

A3.

Ad.

Ab.

Ucgenin alam 1 / 2 oldugundan yogunluk 2’dir. Sabit y i¢in 0 < z < y
oldugundan fy (y) = [ 2dz =2y, 0 <y < 1.

Y =1 her zaman oldugundan sabit degiskendir ve X ile bagimsizdir. Ayrica
Cov(X,Y) = Cov(X, 1) = 0; burada sifir kovaryans bagimsizlikla uyumludur
¢iinkii Y sabittir.

ElY | X =12] = 20+ 0.6(5/2)(12 — 10) = 23 ve Var(Y | X = 12) =
25(1 —0.36) = 16.

Cov(Ny,N3) = —100(0.2)(0.3) = —6. Var(N;) = 100(0.2)(0.8) = 16,
Var(N3) = 100(0.3)(0.7) = 21; dolayisiyla Corr(Ny, N3) = —6/4/16 - 21 ~
—0.327.

Cov(U,V) =Cov(X +Y, X —Y) = Var(X) — Var(Y) = 0. U ve V ortak

normal ve kovaryanslar: sifir oldugundan bagimsizdir.
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B Cevap Anahtari

B.6 Boliim 6: Ornekleme Teorisi ve Ornekleme Dagilimlari

Boliim Sonu Alistirmalar:

El.

E2.
E3.

E4.

Ornekleme dagilimi, X veya S? gibi bir istatistigin tekrarli érneklemeden
orneklemeye nasil degistigini gosterir. Tek tek ham goézlemlerin anakiitle
dagilimi degildir.

SE(X)=o0/yn=>5/10=0.5.

Pratik bir kosul, gozlemlerin bagimsiz olmasi, varyansin sonlu olmasi ve
orneklem biiyiikliigiiniin yeterince biiyiik olmasidir. Kuvvetli ¢arpik veya
agir kuyruklu dagihmlarda daha biiytik 6rneklem gerekir.

Yanlilik, tahmin edicinin ortalama olarak hedeften sistematik sapmasinz;
varyans ise 6rneklemden érnekleme kararsizhigin dlcer. Iyi bir yontem cogu
zaman ikisini birlikte, 6rnegin MSE ile, kontrol eder.

B.7 Boliim 7: Asimptotik Teori ve Limit Teoremleri

Bolim Sonu Alistirmalar:

El.

E2.

E3.

EA4.

Zayif bityiik sayilar yasasi, uygun kosullarda X,, % p oldugunu soyler.
Pratik anlami, 6érneklem ortalamalarimin n biyidiikge yiiksek olasilikla
anakiitle ortalamasina yaklagmasidir.

Ornegin sabit bir rassal degisken Z i¢in X,, = Z/n alinirsa X, 25 0 olur;
¢linkit P(|Z|/n > €)= P(|Z] > ne) — 0.

X;’lerin ortalamasi u, varyansi o2 ise biiyiik n icin Z, = v/n(X, — p)/o
yaklagik standart normaldir.

Delta yontemi, T,,’in asimptotik dagihimindan ¢(7},)’in dagihmin tirev
yardimiyla yaklagiklar; ozellikle dogrusal olmayan doniigtimlerde kullanilir.

B.8 Boliim 8: Ozel Dagilimlar ve Dagilim Aileleri

Bo6liim Sonu Aligtirmalar:

E1.

E2.

E3.

Sabit sayida triinde kusurlu sayisi, her {iriin igin ayni kusur olasihigi ve
yaklagik bagimsizlik varsa binom modeliyle modellenebilir.

Geometrik dagilim ilk bagariya kadar deneme sayisini; negatif binom dagilimi
ise belirli sayida bagariya kadar deneme sayisin1 modeller.

Ustel hafizasizlik P(X > s+t | X > s) = P(X > t) demektir; gegen siire
kalan bekleme dagilimini degistirmez.
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E4. Normal dagilim, cok sayida kiiciik ve yaklagik bagimsiz etkinin top-
lami/ortalamasi merkezi limit sezgisiyle yaklagik normal oldugu igin sik
goriiliir.

B.9 Boliim 9: Kosullu Dagilimlar ve Beklenti
Bo6liim Sonu Aligtirmalari

E1l. Kosullu beklenti, mevcut bilgi verildiginde bir rassal degigkenin kosullu
ortalamasidir. Kogullanan bilgi rassal oldugunda kosullu beklenti de rassal
degigken olur.

E2. Ay,..., A bir ayrisim ise, tammh oldugu durumda E(X) = Zle E(X |
A)P(A).

E3. Tan testi 6rneginde hastaligin 6nsel olasiligi, pozitif test sonucu ve testin
duyarlilik/yanlg pozitiflik bilgisiyle Bayes teoremi kullamlarak giincellenir.

E4. Siradan bagimsizhik P(AN B) = P(A)P(B) der; kogullu bagimsizlik ise bu
¢arpanlagmanin {i¢iincii bir olay veya degisken iizerine kogullandiktan sonra
gecerli olmasidir.
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B Cevap Anahtari

B.10 Boliim 10: Olasihik Esgitsizlikleri ve Yakinsama

Temel Diizey

B1. Markov esitsizligi P(X > 30) < E[X]/30 = 12/30 = 0.4 verir.

B2. Cebigev egitsizligi P(|X — 5| > 6) < 9/36 = 0.25 verir.

B3. Jensen ile (E[X])? < E[X?] olur; dolayisiyla Var(X) = E[X?] — (E[X])? >
0.

B4. Boole esitsizligi P(AUBUC) < P(A) + P(B) + P(C) der; burada tist siur
0.35 olur.

B5. X, & X, her € > 0 i¢in P(|X,, — X| > ¢) — 0 demektir.

Orta Diizey

I1. Markov esitsizligini negatif olmayan |X [P degiskenine uygulariz: P(|X| >
a) = P(|X|P > a?) < E|XP/aP.

2. Cauchy-Schwarz ile E|X,, — X| < \/E[(X,, — X)2]; bu nedenle L? yakin-
samaiLl yakinsamay1 gerektirir. -

I3. Var(X,,) = ¢%/n oldugundan Cebisev P(|X,, — u| > €) < 0?/(ne?) — 0

I4.

I5.

verir.

>on n~3 < oo oldugundan birinci Borel-Cantelli lemmas1 A,, olaylarinin
olasilik 1 ile yalniz sonlu sayida gergeklegecegini soyler.

Z ~ N(0,1) igin P(Z > a) = P(e!? > e!®) < e~ta+t*/2, { = ¢ secimiyle
P(Z>a)< /2,

Ileri Diizey

Al.

A2.

A3.

Ad.

Markov’'u (X — p + t)? degiskenine uygulayip (o2 + t2)/(a + t)? ifadesini
t > 0 {izerinde en iyileyerek P(X — p > a) < 0%/(0? + a?) elde edilir.

X, & X ise Fx’in siireklilik noktas z icin P(X < z —¢) — P(|X,, — X| >
g) < P(X, <z)<P(X <z+¢)+ P(|X, — X| > ¢) yazalir. Once n — oo,
sonra ¢ | 0 aliir ve X,, 94y X elde edilir.

X, =Zve X de Z ~ N(0,1) ile aym1 dagihma sahip bagimsiz bir kopya
olsun. Bu durumda X, 4 x olur; fakat bu bagimsiz kopyaya olasilikta
yakinsama yoktur.

Ortak yakinsama lemmasina gore X, 4 X veY, B cise (Xn, o) 4, (X,c).
Stirekli doniigiim teoremi h(x,y) = x + y igin uygulanirsa X,, + Y, 4 x +c
elde edilir.
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A5. Hoeffding P(|p — p| > 0.01) < 2¢=2n(00D* < 0,05 verir; bu nedenle n >
log(40)/0.0002 ~ 18445 yeterlidir.

B.11 Boliim 11: Simiilasyon ve Monte Carlo Yontemleri
Bolim Sonu Alistirmalar:

E1. Sabit tohumla ¢ok sayida standart normal iiretip p = n=* > I{Z; > 1.96}
hesaplanir; Monte Carlo standart hatasi 1/p(1 — p)/n olur.

E2. U; ~ U(0,1) igin [ = n~? >oi 1 /Ui kullamhr. Kesin deger fol Vadr =
2/3’tiir.

E3. Monte Carlo standart hatasi 1/4/n ile orantilidir; n dort katina ¢ikinca
standart hata ikiye boliiniir.

E4. Kontrol degigkeni, beklenen degeri bilinen ve hedef degigkenle giiclii kore-
lasyona sahip bir degisken varsa yararhidir; bilinen beklenti kullanilarak
varyans azaltilir.
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Temel Dagilimlar I¢in Hizli Bagvuru

Bu ek, en sik kullanilan dagilimlarin temel formiillerini ve 6zet 6lgiilerini
tek bakigta gorebilmeniz i¢in hazirlanmigtir. Amag, konu ¢ahgirken ya da
soru ¢ozerken gerekli bilgiyi hizlica bulmay: kolaylagtirmaktir.

Dagilim PMF / PDF E[X] Var(X)
Bernoulli(p) ( ) p*(1—p)t~ I, z €{0,1} »p p(1—p)
Binom(n, p) (Z)pk np np(l — p)
Poisson(\) P(X = k) =e M\F /k' A A
Geometrik(p) PX=k=0—-p)F1p k>1 1/p (1—p)/p?
Diizgiin(a, b) fley=1/(b—a), a<zxz<b (a+10b)/2 (b—a)?/12
Ustel(A) flx) = )\e’“, z>0 1/A 1/)2
Normal(y, o2) flz) = ﬁ e~ (@=m?/(207) i o2

Kavram Haritasi:

Kesikli dagilimlarda tek tek sonuglarin olasiligi PMF ile, siirekli dagilimlarda
ise araliklarin olasiligi PDF ve integral mantigiyla degerlendirilir. Beklenen
deger merkezi, varyans ise yayilimi 6zetler.

Hizlh Notlar

e Binom dagilimi, sabit sayida bagimsiz Bernoulli denemesinin toplamidir.

e Poisson dagilimi, nadir olay sayimlarinda temel modeldir.

o Ustel dagilim, Poisson siirecindeki bekleme siirelerini modeller.

e Normal dagilim, standartlagtirma ile Z tablosu {izerinden hesaplamay:
miimkiin kilar.
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Olasilik Modeli Kurma Sanat:

Bu ek, bir problemi dogrudan formiile tagimadan 6nce nasil bir olasilik
modeline doniistiirecegimizi kisa ve sistematik bicimde 6zetler. Amag, yalniz
sonuca ulagmak degil; hangi durumda hangi modeli neden sectigini agikca
gorebilmektir.

Sezgisel Katman
Gergek hayattaki soru cogu zaman “kag tane?”; “ne kadar siirer?” ya da
“hangi aralikta degisir?” biciminde gelir. Dogru model se¢iminin ilk adimi,
bu sorunun hangi rassal degiskene karsilik geldigini agikca yazmaktir.

Matematiksel Katman:
Model kurma siireci dort temel adima indirgenebilir: rassal degiskeni ta-
nimla, destek kiimesini belirle, uygun dagilim ailesini se¢ ve parametreleri
baglamdan ¢ikar. Son adim ise, elde edilen modelin yorum giiciinii problem
baglaminda sinamaktir.

Mini Karar Agaci

Model secerken agagidaki kisa akisi izleyin. Her adim, bir sonraki karari
daraltmak icin tasarlanmigtir.

1. Once soruyu isimlendirin. Sorulan sey olay sayus: mu1, bir bekleme
stirest mi, yoksa bir ol¢tim mii?

2. Sonra destek kiimesini kontrol edin. Degerler yalniz tam sayilar
aliyorsa ¢ogu zaman kesikli; zaman, uzunluk, agirlik gibi ara degerler
alabiliyorsa ¢ogu zaman stirekli model gerekir.

3. Ardindan uygun aileyi diisiiniin.

e Sabit sayida denemede bagar1 sayisi — Binom

e Belirli siirede nadir olay sayis1 — Poisson

« Bir sonraki olaya kadar gecen siire — Ustel

e Merkez etrafinda yaklagik simetrik 6l¢iim — Normal
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4. Parametreyi baglamdan cekin. Basar1 olasiligi, olay hizi, ortalama
veya standart sapma ¢ogu zaman problem metninde dogrudan ya da
dolayli olarak verilir.

5. Sonugta bir gerceklik kontrolii yapin. Sectiginiz model, degiskenin
dogasiyla ve sorunun baglamiyla ger¢ekten uyumlu mu?

Soru tiirii Destek kiimesi Uygun aile [ Parametreyi gek |
saym / siire / 6lgiim kesikli / siirekli segimi Ay O

[ Kesikli }[ Kesikli }‘ Siirekli H Siirekli ‘

Gergeklik kontrolii
yorum ve siirlar

Binom Poisson Ustel Normal

Kavram Haritasi:

Soru tiirii — destek kiimesi — dagilim ailesi — parametre — yorum. Bu
zincir bozuldugunda model se¢imi de zayiflar.

Bir Sayfalik Dagilim Secim Posteri

Arastirmaci Notu

Bu akig semasi, “elimdeki veri hangi dagilima uyuyor?” sorusuna hizl bir
ilk yanit vermek i¢in tasarlanmigtir. Nihai karar i¢in alan bilgisi, grafikler,
tanisal kontroller ve gerekirse simiilasyonla duyarhlik analizi birlikte kulla-
nilmalidir.

[ Degisken neyi 6l¢iiyor? ]

/ 4 \

Sayim verisi Pozitif veri Siirekli 6lgiim

Sabit denemeler Sabit hiz Simetrik bigim
Binom Ustel Normal
(0,1) oram
Poisson Gamma Beta

Sonlu aralik
Diizgiin

Carpimsal veri
Log-normal

Ik bagar1 denemesi
Geometrik

~/ )
N N N )
~——— S

[ )
E )
[ Olay sayis1/hizt ] [ Birikimli miktar
[ )|

-

Gii¢ yasas: kuyrugu )
Pareto
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Yaygin Hata Kaliba:
Karar agaci, otomatik model secici degildir. Ozellikle bagimh gozlemler,
sansiirlii veriler, sifir yigilmasi, aykiri1 degerler ve olgiim hatalar: varsa
dagilim sec¢imi ek kontroller gerektirir.

Vaka Analizi:

Cagr: merkezi 6rnegi: Bir saatte gelen c¢agri sayisi soruluyorsa rassal
degisken olay sayisidir; bu nedenle kesikli model gerekir. Eger cagrilar
bagimsiz ve seyrek kabul ediliyorsa Poisson dogal adaydir. Buna karsilik
“bir sonraki cagriya kadar gecen siire” soruluyorsa ayni sistem bu kez tistel
dagilim ile modellenebilir.

Yanlis Coziim:

Bir triin émriinii modellemek isteyen 6grenci, negatif deger alamayan bir
degisken icin dogrudan normal dagilim segiyor.

Dogru Coziim:

Omiir degiskenleri icin énce destek kiimesi diisiiniilmelidir. Negatif deger
alamayan siire degiskenlerinde iistel veya gamma ailesi daha dogal olabilir;
normal model ancak simetrik ve ortalamaya gore yeterince biiyiik destek
durumlarinda yaklagik olarak savunulabilir.

Neden Hata Yapildi?

Hata, formiilden 6nce degiskenin dogasini incelememekten kaynaklanir.
Model se¢imi yalniz hesap kolayligina gore degil, degiskenin yapisina gore
yapilmalhdir.

Kendini Dene:
Asagidaki tig problemi uygun dagilim ailesi ile eglegtirmeyi deneyin: (i) 20
denemede bagar1 sayisi, (ii) bir saatlik aralikta gelen e-posta sayisi, (iii) bir
makinenin bozulmasina kadar gegen siire.

Boliim Sonu Hizli Kart

o Say1 sayiyorsan once kesikli model diigtin.

o Siire veya Ol¢lim ise siirekli model diisiin.

o Destek kiimesi, model se¢iminde ilk filtredir.

e Parametre yorumu yapilmayan model, eksik modeldir.
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Temeller, Dagilimlar ve Uygulamali Modelleme

Bu kitap, olasilik teorisini aksiyomatik temellerden bagla-
yarak rassal degigkenler, dagilhimlar, kosullu olasilik, beklenen
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¢oziimli 6rnekler, gergek hayat uygulamalari: ve boliim sonu
problemleriyle desteklenmigtir. Python ve R kodlari, okuyucu-
nun hesaplamalar1 yeniden tiretmesine, rassal siirecleri simiile
etmesine ve kuramsal sonuglar: sayisal deneylerle incelemesine
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